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　　摘　要　本文给出了求分圆陪集首集中元素个数新的计算公式, 确定了长度为 k 的分圆陪集的个数。给

出了 q 元域上狭义本原 BCH 码的维数的计算公式, 确定了狭义本原 BCH 码的周期分布。
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Abstract　T his paper presents the new formula fo r comput ing the number of the leader - set of

cy clo tomic cosets. T he expl icit number o f the cyclo tomic cosets of length k is f ix ed. T he method for

comput ing the dimension o f narrow- sense primit ive BCH codes is o ffered. F inally , w e decide the peri-

od distr ibution of this kind o f codes.
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BCH 码是纠正多个随机错误的循环码, 它的纠错能力强, 特别是在短和中等码长的条件下, 其性

能接近于理论值。另一方面, BCH 码构造方便, 编码简单, 因此它在编码理论中起着十分重要作用。由

于 BCH 码的纠错能力与它的最小距离 dBCH密切相关, 自1959年 BCH 码提出至今
[ 1] , 人们对 BCH 码的

最小距离进行了深入研究, 给出了它的四个限
[ 6]
: BCH 限, HT 限, ROOS 限和 LW 限。其中 BCH 限

是指 BCH 码的最小距离 dBCH不小于其设计距离 D。BCH 码的设计距离越大, 则 BCH 码的纠错能力越

强, 但在实际过程中, BCH 码的设计距离是有限制的, 就狭义本原BCH码而言, 其设计距离 D一定为
某个分圆陪集的首

[ 3]
, 而 q 元域上最大分圆陪集首是 ( q- 1) q

m- 1
- 1

[ 2]
。对于设计距离为 D的狭义本原

BCH 码, 文 [ 3] 给出了该码的维数的表示定理, 给出了求此 BCH 码维数的一般迭代公式, 但该公式

复杂、烦琐, 迭代过程中许多参数是未知的。本文在讨论分圆陪集特点的基础上, 给出了求分圆陪集首

集中元素个数新的计算公式, 确定了长度为 k 的分圆陪集的个数, 进而给出了计算狭义本原 BCH 码维

数的算法, 确定了狭义本原 BCH码的周期分布。

1　分圆陪集的概念及性质

定义1　设正整数 s≤q
m
- 2, ms是使得 sõqm

s≡s modq
m
- 1成立的最小正整数, 则称集合 { s, sq, sq

2
,

⋯, sq
m
s
- 1
} 为以 q

m- 1为模关于 s 的分圆陪集, 记为 C s. 而ms 称为分圆陪集 C s的长度。令a s= min
p∈C

s

p ,

则称 as为分圆陪集 C s中首元, 简称分圆陪集首。而称A m= {asûs∈C s, s≤q
m- 2} 为以 q

m- 1为模的分
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圆陪集首集。

定义2　给定任一有限域GF ( q) 及其扩域GF ( q
m) , 其中 q为素数或素数的幂, m 为某个正整数,

C 为 GF ( q) 上一个 n长循环码, 如果 C的生成多项式g ( x ) 的根集合 R 中含有以下 D- 1个连续根:

RB {A
m
0, A

m
0
+ 1
, ⋯, A

m
0
+ D- 2,

, } , 但 Am0+ D- 1 | R, 这里 A为GF ( q
m
) 中 n阶元素, 则称 C为 GF ( q)

上设计距离为 D的 BCH 码。如果 m0= 1, n= q
m- 1, 则称这类 BGH 码为狭义本原 BCH 码。

由定义2可知, 如果循环码C 的生成多项式为 g ( x ) , 则C 是设计距离为 D的狭义本原 BCH 码Z
g (A) = g (A2) = ⋯= g ( AD- 1 ) = 0, 但 g (AD) ≠0, 这里 A是 GF ( q

m) 中本原元。对任意 s ( 1≤s≤

q
m
- 2) , 令 M

( s)
( x ) = ∏

i∈C
s

( x- Ai ) , 则有:

引理1　M
( s) ( x ) 是 As∈GF ( q

m) 在 GF ( q ) 上极小多项式, 并且 degM
( s) ( x ) = ms, p (m

( s) ( x ) )

=
q
m

( s, q
m- 1)

, 这里 p ( õ) 表示多项式的周期。

定义3　设 A为有限域 GF ( q) 上n次本原单位根, ( n, q) = 1, 称 Un ( x ) = ∏
n

　
s = 1
(s , n) = 1

( x- As ) 为

GF ( q) 上 n次分圆多项式。

引理2
[ 7]　 ( 1) GF ( q) 上 n次分圆多项式 Un ( x ) 是 GF ( q) [ x ] 中 U ( n) 次多项式, 这里U ( n)

为欧拉函数; ( 2) x
n
- 1= ∏

dûn
Ud ( x )

引理3
[ 7]　如果 ( n, q) = 1, 则 n次分圆多项式 Un ( x ) 在GF ( q) [ x ] 中可以分解成

U ( n)
d
个首

项系数为1的 d 次不可约多项式乘积, 这里 d 是满足 q
d≡1 modn 成立的最小正整数。

由上述三个引理我们可得:

定理1　( 1)分圆陪集首集A m中元素的个数为: ûA mû= ∑
dûqm - 1

U ( d)
md

- 1, 这里md 是满足 q
m

d≡1 mod

d 成立的最小正整数。

　　　 ( 2) 任意分圆陪集中所含元素的个数必为 m 的正因子。

　　　 ( 3) 记 yk 表示长度为 k 的分圆倍集的个数, 则 y k=

　　0　　　如果 kùm

∑
　

dûqm- 1
d≠1
md = k

U ( d)
md
　　如果 kûm

证明 ( 1) 由于 A为 GF ( qm) 中本原元, 则GF ( qm) = { 0, 1, A, A2 , ⋯, Aq
m
- 2}。又 n= q

m- 1,

故 x
n- 1= x

q
m
- 1- 1= ( x - 1) ( x - A) ( x- A2 ) ⋯ ( x- Aq

m
- 2 ) = ( x- 1) ∏

s∈A
m

M
( s) ( x )。由此可知, A m

中元素个数恰好为 x
n- 1在 GF ( q ) [ x ] 中不可约因式的个数减1 (注意到 A m 中不同元素对应的极小

多项式不同)。

另一方面: x
n
- 1= x

qm- 1
- 1= ∏

dûqm- 1
Ud ( x ) = Ud1 ( x ) Ud2 ( x ) ⋯Ud t ( x ) = ( ∏

U( d1) / md
1

j 1= 1
U1j 1 ( x ) ) õ( ∏

U( d2) / md
2

j 2= 1
U2j 2

( x ) ) ⋯ ( ∏

U( d
t
) / m

d
t

j
t
= 1

Utj
t
( x ) ) , (式中 d1, d 2, ⋯, d t 为 q

m
- 1为全部相异正因子)。对每个 i ( 1≤i≤t ) , Uij

i

( x ) 　 ( 1≤j i≤U( d i) /md
i
) 是 GF ( q) 上md

i
次不可约多项式, 它们的周期均为d i , 而 md

i
是满足 q

m
di

≡1 mod d i 成立的最小正整数 (以后我们称 Ui1 ( x ) , Ui2 ( x ) , ⋯, UiU(d
i
) / m

di
( x ) 为属于 d i 的不可约多

项式)。由此可知 x
n
- 1中不可约因式的个数为∑

dûqm- 1

U ( d)
md

, 于是ûA mû= ∑
dûqm - 1

U ( d)
md

- 1.

( 2) 设C s为任意分圆陪集, 其中最小元为 as , 则 as∈A m。由于 As 与Aas对应的极小多项式相同, 故

M
(s )

( x ) = M
( a

s
)
( x ) , 其周期为

q
m
- 1

( s, q
m
- 1)

> ts , 故 M
( s)

( x ) 是属于 ts的不可约多项式, 从而 ms=

degM ( s) ( x ) = mt
s
, 这里 mt

s
是满足 q

m
ts≡1 mod ts成立的最小正整数。又 tsûqm- 1, 则 q

m≡1 mod ts , 从
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而 q
( m, m

ts
)
≡1 mod ts , 由 mt

s的最小性, (m, mt
s ) = mt

s , 于是 mt
sûm , 即 msûm.

( 3) 对任意 k ( 1≤k≤m) , 如果 kùm, 由 ( 2) 可知 y k= 0, 如果 kûm , 则 y k 即为 ( x
n
- 1) / ( x -

1) 中次数为 k 的不可约因式的个数 ∑
　

dûqm- 1
d≠1
m

d
= k

U ( d)
md

.

例1　当 q= 5, m= 2时, q
m- 1= 24的全部正因子为 d1= 1, d2= 2, d 3= 3, d4= 4, d5= 6, d6= 8,

d7= 12, d8= 24. 相应的 md为: md
1
= md

2
= md

4
= 1, md

3
= md

5
= md

6
= md

7
= m d

8
= 2, 于是以 q

m- 1为模

的分圆陪集着A m中元素个数=∑
dû24

U ( d )
md

- 1= 13. 其中长度为1的分圆陪集个数为3, 长度为2的分圆陪

集个数为10。

文 [ 4] 将模 q
m
- 1的分圆陪集对应到模 q 的纯轮换的状态图中圈, 由此得出模 q

m
- 1的分圆陪集首

中元素个数为ûA mû= 1
m
∑
dûm

q
m
d õU ( d) - 2.于是我们有:

推论1　
1
m
∑
dûm

q
m
d õU ( d) - 1= ∑

dûqm- 1

U ( d )
md

, 其中 md 是满足 q
m
d≡1 mod d 成立的最小正整数。

推论2　当 m 为素数时, 长度为1的分圆陪集的个数是∑
　

dûq- 1
d≠1

U( d ) , 而长度为 m的分圆陪集的个数

是
1
m
∑

　 dûqm- 1
dùq- 1

U ( d) .

由推论2可知文 [ 3] 中引理3是错误的, 从而文 [ 3] 中定理2也是错误的, 事实上例1是文 [ 3] 中

引理3的一个反例。

2　狭义本原 BCH 码的维数

设 C 为 GF ( q ) 上设计距离为 D的狭义本原 BCH 码, 生成多项式为 g ( x ) , 校验多项式为 h

( x ) = ( x
n- 1) / g ( x ) , 我们称校验多项式的次数 k 为码 C 的维数。

引理4
[ 3]
　 ( 1) 狭义本原 BCH 码的设计距离 D是某个分圆陪集首。( 2) 任意一个分圆陪集首必是

某个狭义本原 BCH 码的设计距离。

定理2　设 A (m, D) = { iûi∈A m1 ≤i≤D- 1} , 则 q元域上设计距离为 D的狭义本原 BCH码 C

的维数 dimC= q
m- 1- ∑

i∈A ( m, D)
mt

i
, 其中 ti=

q
m- 1

( i, q
m- 1)

, 而 mt
i
是满足 q

m
ti≡1 mod ti 成立的最小正整数。

证明 由于狭义本原 BCH 码 C的设计距离为 D, 由引理4, D∈A m. 若 g ( x ) 为码C 的生成多项式,

则 g (A) = g (A2 ) = ⋯= g (AD- 1) = 0, 但g (AD) ≠0, 于是 M
(i) ( x ) ûg ( x ) ( 1≤i≤D- 1) , 但M

( D)

( x ) ùg ( x )。又由于 D∈A m, 故 M
( D) ( x ) 与 M

( 1) ( x ) , M
( 2) ( x ) , ⋯, M

( s- 1) ( x ) 互异, 从而可取 g

( x ) = l . c . m [m( 1 ) ( x ) , M
( 2) ( x ) , ⋯, M

( D- 1) ( x ) ] , 于是 dim C= degh ( x ) = n- degg ( x ) = q
m

- 1- ∑
i∈A (m , D)

degM
(i) ( x )。因为对每个 i∈A (m, D) , M

( i) ( x ) 的周期为 ti=
q
m- 1

( i, q
m- 1)

, 从而M
( i) ( x )

必是属于 t i 的某个不可约多项式, 故degM
( i)

( x ) = mt
i , 于是 dim C= q

m
- 1- ∑

i∈A ( m, D)
mt

i

例2　当 q= 5, m= 2时, Am= { 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 12, 13, 14, 18, 19} , 则设计距离为

D= 12的狭义本原 BCH 码的维数为:

dim C = q
m - 1 - ∑

i∈A ( m, D)
mt

i
= 25 - 1 - 7× 2 - 1 = 9

　　推论3　当 m 为素数时, 设计距离为 D的狭义本原 BCH 码 C的维数为:

dim C = q
m
- 1 - m õ ∑

　
i∈A ( m, D)
t
i
ùq- 1

1 - ∑
　

i∈A ( m , D)
t
i
ûq- 1

1

　　推论4　当 m 为素数时, 如果 D- 1< q
m- 1+ q

m- 2+ ⋯+ 1, 则 dim C= q
m- 1- m ∑

i∈A ( m , D)
1= q

m- 1-

mõûA (m, D) û.
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下面我们给出计算设计距离为 D的 q元狭义本原 BCH码的维数的算法:

Step1: 输入两个正整数 q 和 m, 其中 q 为素数或素数的幂;

Step2: 计算 q
m- 1的全部相异正因子 d1 , d2 , ⋯, d t;

Step3: 对每个正因子 d i ( 1≤i≤t ) , 计算 md
i
, md

i
是使得 q

m
d
i≡1 mod d i 成立的最小正整数;

Step4: 对每个正整数 s ( 1≤s≤D- 1) , 用欧氏算法计算 ( s, q
m
- 1) , 从而得到 t s=

q
m
- 1

( s, q
m
- 1)

;

Step5: 置 l= 0;

Step6: 对每个正整数 s ( 1≤s≤D- 1) , 判定 s 是否为模 q
m- 1的分圆陪集首, 如果是, 则 l= l+ mt

s
,

否则 l= l。

则 BCH 码的维数dim C= q
m
- 1- l.

上述算法不足之处在于预先知道模 q
m- 1的分圆陪集首集 Am, 但分圆陪集的首集 A m 可以按文

[ 4] 中方法得到, 该算法的实用之处在于它可以确定给定设计距离为 D的 BCH 码应具有的维数, 从而

可以选取适当的校验多项式来生成所需的 BCH 码。

3　狭义本原 BCH 码的周期分布

定义4　设 C 为 GF ( q) 上 [ n, k ] —循环码, c= ( c0, c1 , ⋯, cn- 1 ) ∈C, c的循环置换定义为:

s ( c) = ( c1 , c2 , ⋯, cn- 1 , c0 ) , 如果 s
r
( c ) = c. 则称 r 为码字 c的周期, 使得 s

r
( c ) = c成立的最

小正整数称为码字 c的最小周期。

定义5　设 C为 GF ( q) 上 [ n, k] —循环码, C 中最小周期为 t的码字数目记为 A t ( t= 1, 2, ⋯,

n) , 而周期为 t的码字数目记为 B t ( t= 1, 2, ⋯, n) , 则称非负整数序列 {A 1, A 2, ⋯, A n} 和 {B1 ,

B2 , ⋯, Bn} 分别为码 C的最小周期分布与周期分布。

易知循环码的最小周期分布 {A 1, A 2 , ⋯, A n} 与周期分布 {B 1, B 2, ⋯, Bn} 之间具有如下关

系: B t=∑
r : rût

A r , A t=∑
r: rût

u ( t
r
) B r , 其中 u ( õ) 为 Mobbus函数。

引理5
[ 5]
　如果 h ( x ) 是 GF ( q) 上某个 [ n, k ] 循环码 C的校验多顶式, 则码 C的最小周期分

布 {A 1, A 2 , ⋯, A n} 和周期分布 {B 1, B2 , ⋯, B n} 为: B r= q
deg[ h( x) , x r- 1) ]

( 1≤r≤n) , A r= ∑
r : rût

u

(
t
r
) õqdeg[ ( h( x) , x

r
- 1) ] ( 1≤t≤n)

引理6　对 n的每个正因子 d i , 如果d iûr 则 (Ud i
( x ) , x

r- 1) = Udi ( x ) , 否则 (Udi ( x ) , x
r- 1)

= 1.

证明　如果 d iûr , 由于 x
r - 1= ∏

dûr
Ud ( x ) , 于是 Ud

i
( x ) ûx r- 1, 从而 (Ud

i
( x ) , x

r- 1) = Ud
i

( x ) . 如果 d iùr , 则 ( Ud
i
( x ) , x

r
- 1) = 1, 否则若 (Ud

i
( x ) , x

r
- 1) ≠1, 则存在 GF ( q) 上不可约

多项式 p ( x ) , 使得 p ( x ) û( Udi ( x ) , x
r
- 1) , 由 p ( x ) ûUd i ( x ) , 可知 p ( x )的周期为d i , 又p ( x ) ûx r

- 1,

故 x
r
≡1 mod p ( x ) , 于是 d iûr, 矛盾!

定理3　设 C是 GF ( q) 上设计距离为 D的狭义本原 BCH 码, 其生成多项式 g ( x ) = l . c. m

(M
( 1) ( x ) , M

( 2) ( x ) , ⋯, M
( D- 1) ( x ) ) = ∏

i∈A (m , D)
M

( i) ( x ) , 设 d1 , d2 , ⋯, d t 是 q
m- 1的全部相异正

因子, 在 g ( x ) 的不可约因式中周期为 d i 的不可约因式的个数为 li ( 1≤i≤t ) , 即 l i= û { j ûj∈A (m,

D) , ( q
m
- 1) / ( j , q

m
- 1) = d i } û, 则

( 1) BCH 码 C的周期分布 {B 1, B 2, ⋯, Bn} 为: B r= q
k
r ( 1≤r≤n) ,

　　其中 k r= ∑
　
　d

i
ûr

i= 1, 2,⋯, t

(U ( d i ) - l iõmd
i
)

( 2) BCH 码 C的对偶码的周期分布 {B- 1, B
-

2, ⋯, B
-

n} 为: B
-

r= q
k
-
r ( 1≤r≤n) ,

　　其中 k-r= ∑
　
　d

i
ûr

i= 1, 2,⋯, t

l iõmd
i
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证明　 ( 1) 由于 x
n- 1= x

q
m
- 1- 1= ∏

dûqm - 1
Ud ( x ) = Ud

1
( x ) Ud

2
( x ) ⋯Ud

i
( x ) , 如果 g ( x ) = ∏

i∈A ( m, D)

M
(i)

( x ) 中周期为 d i 的不可约因式的个数为 li ( i= 1, 2, ⋯, t) , 则因为 h ( x ) = ( x
qm - 1

- 1) / g

( x ) , 故h ( x ) 中属于 d i 的不可约因式个数为 (
U ( d i )
md

i

- li) , 其中md
i是满足 q

m
di≡1 mod md

i成立的最

小正整数。而由引理6, ( Udi ( x ) , x
r
- 1) =

Ud
i
( x ) 　若 d iûr

　　1　　若 d iùr
, 从而 kr= deg ( h ( x ) , x

r
- 1) = ∑

　　d
i
ûr

i= 1, 2,⋯, t

(
U ( d i)
md

i

- l i) õmd
i
= ∑
　
　d

i
ûr

i= 1, 2,⋯, t

(U ( d i ) - l iõmd
i
)

( 2) 注意到 BCH 码的对偶码的校验多项式恰好为 g ( x ) , 即可得出结论。

例3　当 q= 5, m= 2时, 设 C是 GF ( q) 上设计距离为 D= 12的狭义本原 BCH 码, 此时模 q
m
- 1

的分圆陪集首集 A m= { 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 12, 13, 14, 18, 19} , A (m, D) = { 1, 2, 3, 4,

6, 7, 8, 9}。故在 g ( x ) = ∏
i∈A ( m, D)

M
( i) ( x ) 分解式中周期分别1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24的不可约因

式个数依次是0, 0, 1, 1, 1, 2, 1, 2, 从而 h ( x ) 的分解式中周期分别为1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24

的不可约因式的个数依次是1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 2, 于是 k1= 1, k 2= 2, k3= 1, k4= 3, k5= 1, k6=

2, k7= 1, k8= 3, k9= 1, k10= 2, k11= 1, k12= 5, k13= 1, k14= 2, k15= 1, k16= 3, k17= 1, k 18= 2, k 19

= 1, k20= 3, k 21= 1, k22= 2, k23= 1, k24= 9, 于是5元域上设计距离为12的 [ 24, 9] - BCH 码的周期

分布为B 1= B3= B5= B 7= B 9= B11= B13= B 15= B17= B19= B2 1= B 23= 5, B 2= B6= B10= B 14= B 18= B22=

5
2
, B4= B 8= B16= B20= 5

3
, B 12= 5

5
, B24= 5

9
。
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