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　　摘　要　分析了将函数逼近理论与方法引入神经网络研究的必要性; 从经典函数逼近与统计分析两方

面详细地讨论了多层前馈网 ( MLP ) 逼近能力分析的基本方法及结论; 分析了正则理论观点下的径向基函数

网络 ( RBF ) 的逼近能力 ; 讨论了 RBF 网与多层前馈网在最佳逼近特性上的差异。文末指出了神经网络函数

逼近的发展方向。
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神经网络走向实用化的一个很大的障碍是系统能力验证 ( system validat ion) 研究的落后, 从而导

致在实际应用时对网络的性能没有一个数量上的把握。目前, 多层前馈网络由于具有对非线性现象的强

有力的刻画与建模能力而得到广泛应用。该类网络可以通过例子学习到隐含在训练样本中的模式总体

分布信息, 在模式识别中可用以估计后验概率密度, 从而得到最优 BAYES 判别边界
[ 1]
。在系统辨识及

控制中可用以对一般非线性函数乃至定义在 Banach空间上的非线性泛函与非线性算子进行一致最优

逼近[ 2]。经训练的 BP (反向传播网络) 网可以基于少量的样本对具有混沌特性的 Mackey-Glass 延迟差

分方程与著名的 LORENTZ 方程作精确的逼近 [ 3]。在上述广泛应用中, 前述障碍变得逾加明显, 迫切需

要解决。神经网络函数逼近理论是解决上述问题的一条可行途径。

本文所介绍的神经网络函数逼近理论包括两方面的内容: ( 1) 基于经典函数逼近论的理论与方法

发展一种非线性分析方法, 对前馈网络这样一个非线性系统进行分析, 以指导网络的构造并对构造与

训练完成的网络的映射能力作出一个理论上的分析, 从而推进神经网络的实用化进程。( 2) 基于前馈

网络特殊的非线性映射能力, 发展一种新的函数逼近方法

1　概述

神经网络本质上是一个信息的非线性变换系统。设一个三层网的输入层,隐含层及输出层的节点数
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分别为 n, k, p , 第 j 个隐层节点的传递函数为 <j ( õ) , 则 p 个输出分别为:

y i = ∑
k

j= 1

C j i<j ( W T
j X + Hj ) , i = 1, 2,⋯p ( 1)

　　显然, 若将式 ( 1) 中 <j 看作逼近的基函数, 则式 ( 1) 定义了一个函数逼近结构。而且, 式 ( 1) 中

参数C j i, W j , Hj 都可调, 而调整 W j , Hj 就使得用于逼近的基函数相应调整。所以, 相比一般逼近方法,
神经网络所定义的函数逼近结构的优越性就在于它不但是一个对逼近系数寻优的过程, 而且是一个对

逼近基函数组自适应寻优的过程。当然, 由于<j 本身形式的限制, 上述基函数的寻优是在一定的范围内
进行的。但是, 随着网络层数的增加, 叠加的结果使基函数寻优的自由度增加了。所以, 网络的非线性

建模能力随着层数的增加而快速增长, 这是一般逼近方法所不能比拟的。<j 的作用可从两方面看: 一方
面, 它是逼近基函数; 另一方面, 在式 ( 1) 中它又是神经元的活化函数, 所以其形式有一些不同于一

般基函数的特点。神经网络函数逼近的另一个优势在于, 一旦选定了网络结构, 那么各逼近参数将通过

统一的训练算法求得。这使得算法的适应性好, 不依赖于 数据。而由于其分布并行计算的特点又使其实

时性好, 这一点在神经网络的 VLSI 阵列实现中表现得尤为明显
[ 4]。

由上可见, 神经网络函数逼近提供了一种不同于传统理论的方法。这样, 神经网络函数逼近的研究

将前馈网络的研究与函数逼近的研究有机结合起来。从理论上研究神经网络的非线性逼近能力就是研

究以前馈网络为代表的一类网络结构所定义的映射关系究竟对哪 些非线性映射具有逼近能力, 逼近的

阶及精度是怎样的, 与经典函数逼近相比有哪些特点、优点, 能否建立与经典函数逼近中Weierst rass

第一定理、Chebyshev 定理、Bor el定理以及 Jackson定理
[ 5]
相应的结果。

神经网络逼近能力的研究与 ANN (人工神经网络) 几十年曲折的发展密切相关。1987年, Hecht 等

指出了 Kolmog rov1957年证明的多变量连续函数表示定理
[ 6, 7]与多层前馈网非线性逼近能力之间的关

系[ 8] , 这是第一次将前馈网络的映射能力与逼近理论相联系。虽然后来 Pogg io 指出这两者实际上是无

关的[ 9] , 但是很快许多学者严格地证明了具有 S 型隐层函数的三层 BP 网可以任意精度一致逼近任意

紧集上的连续函数。

Rumelhart&M ccleland 的 BP 网成功之处可归结到一点, 就是引入了具有非线性传递函数的隐层

单元。BP 网的各种变型以及其它各种函数逼近网络的引出也无不基于此原则。实际上, 1991年,

Kreinov ich 得到了如下的一个结果: 在非常微弱的限制下, 在ANN 的隐层引入任意的非线性都可使网

络具有任意逼近连续函数的能力
[ 10]
。这一结果对函数逼近网络的实现具有十分重要的意义。在上述定

理的指导下, 就可以寻找多种函数充当隐层函数, 使能量函数地貌简单, 训练算法收敛快, 从而有效

解决BP 算法的问题。子波神经网络的研究就是一个较为成功的例子
[ 11]。

由于ANN在系统辨识以及复杂的模式分类问题中的应用, 导致了关于 ANN 对于定义在 Banach

空间上的非线性泛函与非线性算子的逼近能力的研究, 并得到了一系列具有指导意义的结果
[ 2, 12]
。

Tomaso Pig gio 根据他与 Mar r 所建立的计算机视觉中的正则理论建立了正则网络
[ 13]
。该网络包容了包

括RBF 网在内的一大类三层前向网络, 并与模式识别中的 Parzen窗技术和势函数理论密切相关, 同时

也启发人们到 BAYES判决的框架下去讨论各种逼近方法的统一的统计解释。

神经网络泛化能力的研究也是神经网络函数逼近能力研究的另一个不可缺少的方面。这方面内容

本文未涉及。

2　Mc-P 及MLP 网逼近能力分析

2. 1　多层 Mc-P 网

1943年 McCullo ch&Pits 提出的 Mc-P 模型就已在网络中引入了简单的非线性 Heaviside 阶跃函

数, 由 Kreinov ich
[ 10]的结果知, M c-P 网有可能具有较强的函数逼近能力。

Edw ard K. Blum 详细讨论了基于 Mc-P 模型的多层前传网的逼近能力
[ 14]。

定义1　 (简单函数) 设 E 是可测集, f ( x ) 在 E 上只取有限多个实数值 c1 , c2 , ⋯, cn ; 且 E

( f = c1 ) , E ( f = c2) , ⋯, E ( f = c n) 均可测, 则 f 称为 E 上的简单函数。
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下述实变函数中的事实表明, 简单函数空间在定义于同一有界可测集 E 上的L
p
空间中稠密。

引理1　设 f∈L
p , 则P E> 0, v有界可测函数 g, s. t. úf - gúp< E。

引理2　设 E 是有界可测集, g 是 E 上的有界可测函数, 则P E> 0, v 简单函数 U ( x ) , s. t . úg
- Uúp< E。

Blum 得到了如下引理:

引理3　令 f : [ a, b] û→R 是一简单函数, 则 f 可用一个具有 Mc-P 隐层单元和线性输出单元的三

层 (输入也看做一层) 网络来实现。

　证明　因 f ( x ) 是 [ a, b] 上的简单函数, 故可将区间 [ a, b] 做如下划分:

a = b0 < b1 < ⋯ < bn+ 1 = b,

　　也即将 [ a, b] 划分为如下半闭区间 ( bi, bi+ 1 ] , i= 1, n, 在这些区间上满足

f ( x ) = f i, bi < x < bi+ 1, f ( a) = f 0 ,则显然有:

f ( x ) = ∑
n

i= 0
w iH ( x - bi ) + f 0H ( x - b- 1) ,这里, b- 1 < b0 ,且 w i = f i+ 1 - f i

　证毕。

由上述三引理易得如下定理 [ 15] :

定理1　 ( Hornik-St inchcombe-White) 令 f∈C [ S] , 其中 S 是 R
n
上的紧集, 则P E> 0, v一个

具有Mc-P 隐 层单元和线性输出单元的三层网络, 使其逼近误差按无穷范数úõú∞小于 E。
进一步可有如下结果:

定理2　令 f ∈L 2 [ S] , S∈R n为紧集, 则P E> 0, v一个三层Mc-P 网 s. t. 可按úõú2范数使逼近
误差小于 E。

可见, M c-P 网在紧集上的连续函数空间与 L
2空间中稠密。如果不考虑算法的复杂性, 那么, M c-P

网是能一致最优逼近连续函数空间的最简单网络。

下述定理说明上述 Mc-P 网对于给定的 f : [ 0, 1] nû→R , 对于给定的逼近误差, 所需 Mc-P 神经元

的个数。

定理3　令 f : [ 0, 1]
nû→R , 则为达到逼近精度E, 所需 Mc-P 神经元的个数为 m

n+ 2n (m- 1)。其

中 m 如下确定:

若 f 满足, 当úx- yú< E时, úf ( x ) - f ( y ) ú< X ( E) , 则 m= [ 1/ X ( E) ]。
若 f 的 Lipschitz指数为 L , 则 mE L / E。
用 BP 网逼近的阶为 O ( n) , 而用 Mc-P 网逼近的阶为 O (m

n )。可见, Mc-P 网是用网络规模的复杂

性代替了隐层单元的复杂性。

2. 2　三层 MLP 网逼近能力分析与隐层传递函数的选择

2. 2. 1　函数逼近能力分析

对一个具有任意层的 MLP 网, 若其各层传递函数都取为 R ( õ) , 则其输入输出关系可表达为:

F (W , x ) = R(∑
n

w nR(∑
j

v jR(⋯R(∑
i

u ix i)⋯) ) )

现在考虑一个三层MLP 网, 假设输出为线性单元并假设输出为一元的, 则其所定义的函数映射关系的

集合为:

+ = { f ∈ C[ U ] ûf ( x-) = ∑
n

i= 1
c iR( x- w i + Hi) , U ∈ R

n
, w i

∈ R
n
, ci, Hi ∈ R, n ∈N }

现在的问题归结为在 R满足怎样的条件下, + 在C ( U ) 中稠密。从 + 的表达式可见, 三层 MLP 网所定

义的映射关系实际上是一组仿射基函数所构成的线性空间。这与经典函数逼近论中的多项式基不同, 而

包含了子波基。

Hornik, St inchcombe, White 以及 Cybenko 等人证明了如下三层网络逼近能力的定理 [ 15, 16] :

定理4　设 U为有界单调递增连续函数, K < R
n
为紧集, 固定层数 k= 3, 则对任何连续映射 f : K

û→Rn可被一 k 层 ( k- 2个隐层) 网络一致逼近。该网络隐层传递函数为 U, 输入与输出为线性单元。
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神经网络是通过对简单的非线性函数的复合完成这一映射的, 只要经过少数几次复合即可得到极

复杂的函数功能。

证明的途径大致有以下两种: 一是利用经典函数逼近中的 Stone-Weierst rass 定理; 二是利用积分

变换。Yoshifusa Ito 利用了逆 Radon变换
[ 17] , Seim iyake 利用了 n维 Fourier 变换

[ 18] , 然后再将上述积

分变换化为有限和。

关于三层 MLP 网对 L
2空间函数的逼近, 有如下定理:

定理5　P E> 0, f ∈L 2 [ a, b] , v 一个三层 MLP 网, 使逼近误差按 L
2范数小于 E。

上述逼近定理的证明都是存在性的, 并没有给出构造网络的准则, 特别是没有给出网络的规模

(隐层单元的数目)与逼近误差间的关系。也就是说,已经建立了神经网络逼近的Weierstrass第一定理,

但对应的 Jackson定理是否存在还是个问题。

2. 2. 2　隐层传递函数的选择

隐层传递函数的选择首先决定着网络的逼近能力, 其次决定着由此所导出的网络训练算法的复杂

性。要找到一种隐层函数使网络逼近能力强、容易实现, 同时又能导出性能优异的算法就需要对什么样

的函数能充当隐层函数作深入研究。

Yoshifusa Ito 讨论了利用 Radon 变换来构造逼近网络的方法
[ 17] , 讨论了隐层函数为阶跃函数与

Sigmo id 型函数 (关于 Sigmoid型函数的定义见后面定义2) 的逼近网络, 证明其对连续函数的一致逼

近能力。这就包容了前述 Mc-P 网及三层 MLP 网。

Horinik证明
[ 15] , 任意的非常值有界连续函数都可充当隐层函数。Mhaskar&M ichelli证明, 只要对

连续函数在无穷远处的幅度做适当限制, 任意非多项式函数都可充当隐层函数。T ian Ping Chen&Hong

Chen 得到了如下具有一般意义的结果
[ 2, 12]
。

定义2　若函数 U: R
1û→R

1
满足:

U( x ) → 0, x →- ∞

U( x ) → 1, x →+ ∞

　　则称 U为 Sigmoid 型函数。一般还对 Sigmoid函数附加单调连续性的要求。

定义3　 ( Tauber-Wienner 函数) 如果函数g : R1û→R 1 (连续或不连续) 满足: 所有如下的线性组

合∑
N

i= 1
cig (Kix+ Hi) , Ki , Hi, ci∈R , i= 1, 2, ⋯, N 在C [ a, b] 中稠密, 则称 g 是一个T auber-Wienner

函数, T auber-Wienner 函数的全体记为 ( T W )。

定理6　如果 U是一个有界Sigmoid型函数, 则 U∈ ( TW )。

定理7　设 K< R
n
为紧集, U< C ( K ) 为紧集, f ∈C ( K ) , g∈ ( TW ) , 则P E> 0, v N > 0, Hi

∈R , W i∈R
n及常数 ci ( f ) , i= 1, 2, ⋯, N , s. t . ûf ( x ) -∑

N

i= 1
ci ( f ) g (W ix+ Hi ) û< E。

定理7表明, 一个函数 g 能充当网络隐层函数的充分条件是 g∈ ( TW )。而 ( T W ) 包含了 Sigmoid

函数类, 从而大大扩展了可充当隐层函数的函数类范围。

如果在寻找最优权W 的同时优化基函数g , 就要对 E (W , g, x-) 作双重变分。这是一个极为困难

的问题。一条比较现实的途径是研究 ( TW ) 类中性态较好的几类函数, 并导出相应的训练算法。

3　正则理论观点下的 RBF 网及其逼近能力分析

3. 1　正则理论与 RBF 网

计算机视觉与模式识别中的许多问题都是所谓病态 ( ill-po sed) 问题。如 Marr&Piggio 的正则理论

认为, 视觉的初期阶段是光学成象的逆过程。由于在把三维世界投影为二维图像时丢失了大量信息, 因

而这个逆过程不存在唯一解, 只有附加一些自然的约束才能有明确的输出。在模式识别中, 对几个不同

类模式所获得的数据往往是相对于其维数高度稀疏且带噪的, 由这些数据本身并不足以给出各模式分

布的可靠的估计, 因而必须利用先验知识进行约束。实际上,正则化方法是以吉洪诺夫为代表的数学家,
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为解决如病态方程组、弗雷德霍姆第一积分方程求解及函数的解析延拓等数学问题而提出来的。吉洪诺

夫于1963年在抽象算子形式下给出了正则化方法, 其基本思想是构造一个连续的算子 (正则化算子) 去

逼近不连续算子。Poggio 后来将凡能把任何一种不适定问题转变为适定问题的方法统称为正则化方

法, 并且在这方面作了许多工作。

Poggio 的正则化理论的主要思想是引入适当的先验知识以限制容许解的集合。

设 S = { ( x i, y i) ∈R
n×R, i= 1, ⋯, N } 是一个已知数据集合, 现在拟用函数 f 逼近它。正则

化方法就是确定 f 使如下泛函达最小: H [ f ] = ∑
N

i= 1
[ y i- f ( x i) ]

2
+ KúPf ú2

式中, P 是约束算子, 它的构造要体现有关解的先验知识。所以, 它取决于待求解的具体问题的性

质。Poggio 通过 Bayes理论讨论了正则化理论的合理之处以及算子 P 是怎样体现着先验知识。

泛函H 的最小化导出如下的 Euler-Lag range方程:

P
d
P f ( x ) =

1
K∑

N

i= 1
[ y i - f ( x i ) ] D( x - x i )

P
d为 P 的伴随算子。设算子 P

d
P 的 Green 函数为 G ( x , y ) , 即

P
d
PG( x , y ) = D( x - x i) 则 f ( x ) 可解得为:

f ( x ) = 1
K∑

N

i= 1

[ yi - f ( x i) ] G( x - x i)

　　若算子 P 具有平移不变性, 则 G 是一个径向基函数 ( RBF) , G ( x , x i) = G ( úx- x iú) , 则:

f ( x ) = ∑
N

i= 1
ciG( úx - x iú)

　　由此可构成广义径向基函数网络 ( GRBF)。

上述讨论中没有考虑 Gr een函数的线性项与常数项。若 G ( x ) 取为 Gauss函数, 就得到我们熟知

的 RBF 网。

3. 2　RBF 网的逼近能力

由上述正则理论导出的 RBF 网也是一类特殊的三层MLP 网络, 也与起源于80年代 Pow ell对所谓

径向基函数插值的研究有关。设其非线性变换函数为 R ( õ)。则上述 RBF 网所表达的函数映射关系

为: 　　　

$ = { f ∈ C( U ) ûf ( x-) = ∑
M

i= 1
v iR( úx- - ci úKi ) , U , ci ∈ R

n
, v i , Ki ∈R ,M ∈ N }

F . Giro si&T . Pogg io 利用 Stone 形式的Weier st rass 定理证明了一类 RBF 网具有与 MLP 网同样的逼

近能力
[ 19]
。

定理8　 ( Stone) 设 X< R
n为紧集, 若 A 是 C ( X ) 的一个子代数, 且 A 满足以下两条:

( 1) f ( x ) = 1 ∈A

( 2) P x≠y x , y∈X , v f ∈A s. t. f ( x ) ≠f ( y )

则 A 在C ( X ) 中稠密。

对于一维的情形, 若取 R ( x ) = exp ( - ( x- ci )
2Ki) , 容易验证 Stone 定理的条件是满足的, 则可

知由此得到的集合 $ 在 C ( X ) 中稠密。这就是我们熟知的高斯径向基函数网络。

Chen T ian Ping 等证明[ 12] , P g∈C ( R1 ) ∩S ( R1 ) , 只要它不是一个偶多项式, 就有 $ 在 C

( U ) 中稠密。这个结果对定义在紧集上的非线性连续算子同样成立。

3. 3　与 MLP 网的比较

上面讨论了 MLP 网及 RBF 网对定义在紧集上的连续函数的逼近能力, 结论是两者的逼近能力是

相近的。然而, F . Giro si&T . Pogg io 指出, 当隐层单元数固定以后, + 与 $ 有本质的不同[ 19]。具体说

来就是, 若隐层单元数 mE 2则 + 不具有最佳逼近特性, 而对任意mE 1$ 都具有最佳逼近特性, 且在
某些特定范数下最佳逼近元是唯一的。这可简要说明如下。
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对于 + , 讨论 R ( x ) = 1
1+ e

- x的情形。+ 具有最佳逼近特性的一个必要条件是 + 是一个闭集。考虑

如下函数:

f D( x-) =
1
D

1
1 + e

- [ w
-
x
-
+ H] -

1
1 + e

- [w
-
x
-
+ ( H+ D) ]

显然, PmE 2, f D ( x-) ∈+ , 但是,

l im
D→0
f D( x-) ≡ g( x-) =

1
2( 1 + cosh[ w- x- + H] )

　　PmE 2, g ( x-) | + , 故 + 有一个不属于它的聚点, 因而 + 非闭集。故 + 不具有最佳逼近特性。
MLP 网与 RBF 网在最佳逼近特性上的这一不同对于神经网络的实际实现有怎样的影响还不是很

清楚。

4　MLP 网对 BAYES判别边界的逼近

一般模式分类问题更适合在统计理论的框架下讨论。如果将 MLP 网的输入看做具有一定概率分

布的随机矢量, 则前传网可看做一个随机变换系统。那么, 通过适当的监督学习算法的训练, 它是否能

学习到模式类之间的 BAYES 边界, 条件是什么?

文献 [ 1]、[ 20] 证明, 若神经网络训练采用MSE ( M ean Squared Erro r) 目标函数且收敛到全局

极小点, 则网络产生基于样本分布的以 Hamming 测度为损失函数的 BAYES判别边界。下面, 较为形

式化地阐述一下这个问题。

给定如下统计判别问题 ( ( , X , A , P, Q)。( = {H} 代表状态空间, X = { x-} 代表观测空间, A

= {A} 代表决策空间, P 代表 A×X 上的先验概率分布, Q是 (×A û→R
+
上的一般损失函数。令 U: X

û→A 表示判决函数, C [U] 为相应风险。则

C[U] = ∑
H∈(
∑
x∈X

P (H, x-)Q(H, U( x-) )

按 BAYES 准则使风险 C (U) 最小化的判别函数如下确定

U( x-) = arg min
A∈A∑H∈( W ( Hûx

-)Q(H, A) , P x
- ∈ X

　　其中W (Hûx-) 代表给定 x- 后 H的后验概率分布。
假设MLP 网按如下误差函数进行训练:

E =
1
m
∑
m

i= 1
f (Hi , Z( x-, w ) )

这里, f 是MLP 网的目标函数。Z ( x- , w ) 代表网络输出, w 为权值。每一A∈A 都用一úA ú维的矢量表
示为 tA= ( 0, ⋯, 1

A-th
, 0, ⋯, 0) 则有如下结果 [ 20, 21] :

定理9　若 MLP 网的目标函数取为 f ( H, Z) = ∑
A∈A

( Qmax- Q (H, A) ) útA- Z ( x-, w ) ú2, 若 MLP

网的结构使其有足够的泛函逼近能力, 且算法保证其收敛到全局极小点, 则该网络经训练后可产生使

经验风险最小的 BAYES 判别边界。

文献 [ 20] 还在该框架下讨论了 MLP 网的泛化能力。可见, 将前传网的逼近能力的分析纳入统计

分析的框架不但可以更清楚地看清其信息处理的实质, 而且还可以更深入地分析其用于模式分类的品

质因素。

5　结语

从数学上来看, 神经网络函数逼近代表了非线性函数的一类仿射展开, 其特殊优点是仿射基的选

取自由度大, 展开系数可由统一的训练算法获得, 相对于传统算法稳定性好。可以说, 神经网络用于函

数逼近为函数逼近理论的研究开辟了一个崭新的方向。值得一提的是,模糊神经网络的函数逼近也有类

似的理论, 并且具有自己的特色 [ 22～25] , 是一个值得注意的研究方向。
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