
广生灭过程的积分型随机泛函
X

唐有荣

(国防科技大学系统工程与数学系　长沙　410073)

刘再明　候振挺

(长沙铁道学院科研所　长沙　410075)

　　摘　要　讨论了广生灭过程的积分型随机泛函的概率分布, 给出了分布的拉氏变换所满足的差分方程,

且求出了它们的解
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　　Abstract　In this paper, the probability dist ribut ion o f the integ ral random funct ional of the ger n-

er alized birth and death processes is discussed, w hile their Laplace t ransfo rm proper difference equa-

tion and their solut ion are o ffer ed.
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1　引言
设 X= { x t( w ) , t≥0}是定义在概率空间( 8 , F , P )上右连续齐次马尔柯夫过程,具有标准转移概率

矩阵{ p ij ( t ) } , i , j∈E= { 0, 1, 2⋯} ,称 X 为广生灭过程, 如果它的密度矩阵 Q具有以下形式:

Q =

- c0 b0 0 0 0 ⋯ 0 ⋯

a10 - c1 b1 0 0 ⋯ 0 ⋯

a20 a21 - c2 b2 0 ⋯ 0 ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

an 0 an1 ⋯ ann- 1 - cn bn 0 ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

( 1. 1)

其中: 　
c 0 = b0 , bi > 0( i≥ 0) , aij ≥ 0( 0≤ j < i )

∑
i- 1

j= 0
aij > 0, ci = ∑

i- 1

j= 0
aij + bi　( i ≥ 1)

( 1. 2)

　　为方便起见, 补充定义 a00= 0,称矩阵( 1. 1)为广生灭矩阵。

显然{ p ij ( t ) }为广生灭过程转 移概率函数的充要条件为: 当 t→0时
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p ij ( t) =

bit + o( t)　　　j = i + 1

aij t + o( t )　　　0≤ j < i

1 - cit + o( t )　　j = i

o( t )　　　　其它

( 1. 3)

　　对于( 1. 1)的 Q矩阵,引进如下的数字特征:

首先,设 a
( k)
i = ∑

k

j= O

aij　( i≥ 1, 0≤ k < i) ( 1. 4)

　　其次,对于任意的 m∈E,定义:

F
( m )
m = 1

F
( m )
k =

1
bk
∑
k- m

i= 1
a

( k- i)
k F

( m)
k- i =

1
bk∑

k- 1

i= m

a
( i)
k F

( m)
i 　　　( k > m)

( 1. 5)

Z
( m)
( i, j ) = ∑

j - 1

k= i

F
( m)
k 　　　　　　( j > i≥ m) ( 1. 6)

Z
( m)
( i) = lim

j→∞
Z

( m )
( i, j ) = ∑

∞

c
k
= i

F
( m)
k 　　( i≥ m) ( 1. 7)

mk = ∑
k

m= 0

F
( m)
k / bm　　　　　　　( k ≥ 0) ( 1. 8)

R = ∑
∞

k= 0
mk ( 1. 9)

　　设A 是 E 的一个非空子集, 定义随机变量

GA ≡ GA ( X) =
inf ( t: t > 0, x t( X) ∈ A ) 如右边集合非空

∞　　　　　　　否则
( 1. 10)

　　把 GA 叫做首达 A 的时间,特别当 A = { i }时,用 Gi 表示 G{ i}。

显然有 Gi( X)以概率1( P 或 Pk )存在极限

G( X) = lim
i→∞

Gi ( X)

其中P k 表示X 0( X) = k 时的条件概率,即: Pk ( A ) = P ( A ûX 0= k )　　A∈F

文献[ 1]讨论了以上数字特征的概率意义, 得到了广生灭过程唯一的充要条件是 R= ∞。

2　广生灭过程的积分型随机泛函

设 Gn( X)表示首达状态 n的时间, V ( i)≥0, 且 V ( i) ¢ 0是定义在状态空间 E 上的函数,定义随机变

量

N( n) ( X) ≡∫
G
n
( X)

0
V ( x t( X) ) dt ( 2. 1)

N( X) ≡ lim
n→∞

N( n)
( X) =∫

G( X)

0
V ( x t ( X) ) dt ( 2. 2)

Ukn(K) ≡ Eke
- KN(n)

=∫
∞

0
e
KxdF kn ( x ) ( 2. 3)

仿文献[ 2]§5. 1的基本引理的证明有以下定理。

定理2. 1　Ukn (K)满足差分方程组

∑
k- 1

i= 0
akiUin(K) - ckUkn (K) + bkUk+ 1n(K) - KV ( k) Ukn( K) = 0　( k ≠ n)

( 2. 4)

Ukn (K) = 1 ( K = n)　( 2. 5)

　　当 k≤n时,文献[ 1]给出了( 2. 4) , ( 2. 5)的解,现求( 2. 4)、( 2. 5)在 k> n时的解。
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为了求解 ( 2. 4)、( 2. 5) , 我们引进一个新的半马氏过程 X
- = {X- ( t, w ) , t≥0} , 其半马氏矩阵 { p-ij

( t ) } , i , j∈E= { 0, 1, 2,⋯} ,其中,

p-ij ( t) = p ij ( 1 - e
-

c
i

V ( i)
t)

p ij为马氏过程 X 的跳跃链的转移概率, P (H-i≤t ) = 1- e
-

c
i

V ( i)
t
, H-i 为 X

- 在状态 i的逗留时间,即若 Hi 为 X

在状态 i的逗留时间,则 H-i≡V ( i) Hi 为 X
- 在状态 i的逗留时间。若 V ( i) = 0约定

ci
V ( i )

= ∞.

因此, X- 具有以下性质:

( 1)　X
- 在 i的逗留时间不超过 t 的概率分布为1- e

-
c
i

V (i) ,这表明将 X 的 i—区间的长乘以 V ( i)后,

此乘积的分布恰为 X
- 的 i—区间长的分布(在开始分布集中在 i的条件下) ,

( 2)　自 i出发, 经一次跳跃后专移到 j 的概率,对 X、X- 都同为
qij

qi
(其中 qij =

aij　( 0≤j < i )

bi　( j = i+ 1)
　qi=

ci ) .

因此,对 X 在第一个飞跃点以前的轨道,如将每一 i-区间伸长(或缩短) V ( i )倍后( i∈E) ,可以看成

为 X
- 在第一个飞跃点以前的轨道。令

S
( n)
k ( X) = { t: x ( t , X) = k, t < Gn ( X) } ( 2. 6)

由于X 的可测性,对每一 X, S
(n)
k ( X)是 t 的Lebesgue可测集,因此 L [ S

( n)
k ( X) ]是随机变量,显然,

N( n)
( X) ≡∫

G
n

0
v ( x ( t, X) ) dt = ∑

∞

k≠n
k= 0

V ( k) L [ S
(n)
k ( X) ] = G-( X) ( 2. 7)

　　其中 G-n是 X
- 首达 n的时刻。

由( 2. 7)知: N( n)
= G-n与 V ( n)无关,因此以 V ( n) = 1替换 X

- 的 V ( n) , 仍记为 X
-。令

F
-

kn( t ) ≡ Pk ( G-n≤ t) ( 2. 8)

U-kn ( t) ≡ Ek e
- KG-n =∫

∞

0
e

- KtdF- kn( t ) ( 2. 9)

显然有

F
-

kn( t ) = F kn( t )　　U-kn ( t) = Ukn ( t) ( 2. 10)

从而对 X 的 Nn的研究转 化为 X- 的 G-n的研究。

引理2. 1　设 S-k 为 X
- 的第 k 个 n—区间的长, r-k 表示 X

- 第 k 次离开 n起,首次回到 n 所需时间, 则

有

(Ⅰ)　S-k, r-k, S-k+ r
-
k　( k= 1, 2,⋯)分别是独立同分布的随机变量序列;

(Ⅱ)　S-k 与 r
-
l　( k , l= 1, 2, ⋯)相互独立。

证　(Ⅰ)首先证 S-k ( k= 1, 2, ⋯)独立同分布。

设 Sk 是 X 的第 k 个 n—区间的长, rk 表示第 k 次离开 n起,首次回到 n所需时间

由 S-k= Sk 及 Sk( k= 1, 2, ⋯)独立同分布知 S-k 独立同分布;其次证 r
-
k 独立同分布。设 Kk ( X)表示 X 从 n—

区间跳出时的 k 次跳跃点, 令

S
( n)
( 0, i) = ( t : x ( t + K0( X) , X) = i , 0≤ t < Gn ( X) )

S
( n)
( k, i) = ( t: x ( t + Kk ( X) , X) = i, 0≤ t < Gn ( X) )

这里约定 K0 ( X) = 0 P—a. e

由 L [ S ( n)
( k, i) ]是 t的 Lebesgue 可测集,因此是随机变量,利用 X 的强马氏性有

L [ S
( n)
( k, i) ] = L [ S

( n)
( 0, i) ] Pn—a. e

及得L [ S ( n)
( k, i) ] ( k= 1, 2,⋯)是相互独立同分布的随机变量, 故由∑

∞

i= 0
i≠n

V ( i) õL [ S ( n)
( k, i) ]知 r-k( k= 1, 2,⋯)是独

立同分布的随机变量序列。

仿 r
-
k 的证明可得 S-k+ r

-
k 独立同分布。

99唐有荣等 :广生灭过程的积分型随机泛函



(Ⅱ)　对于任意 k> 0,由 S-k= Sk, r-l= ∑
∞

i= 0
i≠n

V ( i) õL [ S
( n)
( k, i) ]以及 Sk 与[ S

( n)
( k, i) ] ( i= 0, 1, 2, ⋯)独立知 S-k 与

r-l　( k , l= 1, 2,⋯)相互独立。

令

E0 = ( S-1 > t)

Em = (∑
m

i= 0

( S-i + r
-
i ) ≤ t < ∑

m

i= 0

( S-i + r
-
i) + S-m+ 1)　( m = 1, 2,⋯)

显然X
- 的转移概率 p

-
nn( t )满足

p
-

nn ( t) = ∑
∞

m= 0

Pn ( Em) ( 2. 11)

又设F r
-
k
( t)≡P( S-k≤t) ,则由全概率公式及( 2. 10)有

F r
-
k
( t ) = ∑

n- 1

i= 0

ani

cn
F in ( t) +

bn

c n
F n+ 1n( t ) ( 2. 12)

又　FS-
k
( t )≡P ( S-k≤t) = 1- e

- c
n
t, 由引理2. 1知 S-k+ r

-
k 的分布函数为F S-

k
( t )与 F r-

k
( t)的卷积。记 F

( m ) ( x )是

FS-k+ S-k( x )的 m次卷积,即∑
m

i= 1
( S-i+ r

-
i)的分布函数。因此

Pn ( Em) = k
x

1
+ x

2
> t

x
1
≤t

dF
( m)

( x 1) dFS-m+ 2( x 2 ) =∫
t

0
e

- c
n
( t- x )

dF
( m)

( x ) ( 2. 13)

于是由( 2. 11)、( 2. 13)及 Pn ( E0 ) = e
- c

n
t得

p
-

nn( t ) = e
- c

n
t + ∑

∞

m= 1
∫

t

0
e

- c
n
( t- x) dF ( m ) ( x ) ( 2. 14)

当 K> 0时对( 2. 14)两边取拉氏变换,并令 p
-

n (K) ≡∫
∞

0
p
-

nn ( t) eKtdt得

p
-

n(K) =
1

K+ cn
+ ∑

∞

m= 1

1
K+ cn

(
c n

K+ cn
) mUmr-

k
(K)

即　p
-

n (K) = 1
K+ cn[ 1- Ur-

k
( K) ]

　(其中 Ur-
k
( K) ≡∫

∞

0
e

- KtdF r-
k
( t ) )从而　Ur-k(K) =

K+ cn
c n

- 1
cnp

-
n(K) ( 2. 15)

Ur-
k
( K) ≡∫

∞

0
e

- KtdF r
-
k
( t ) = ∑

n- 1

i= 0

ani

c n
Uin (K) +

bn
cn
Un+ 1n (K) ( 2. 16)

由( 2. 15)、( 2. 16)有

∑
n- 1

i= 0

ani

c n
Uin (K) +

bn
cn
Un+ 1n (K) =

K+ cn
cn

-
1

cnp
-

n( K)

即 ∑
n- 1

i= 1
aniUin (K) + bnUn+ 1n(K) = K+ cn -

1
p-n( K) ( 2. 17)

因此由( 2. 4)、( 2. 5) ( 2. 17)可唯一求出 Nn的分布的 Laplace 变换 Ukn(K) .因此我们有以下定理

定理2. 2　由( 2. 4)、( 2. 5)、( 2. 17)可唯一解得 Nn的分布函数的拉氏变换 Ukn(K)。
须注意的是: 由于( 2. 17)与 X- 的转移概率函数有关,从而与 X 的转移概率函数 p nn( t)有关, 因此

( 2. 17)并不能由 Q矩阵唯一决定, 只有当R= ∞时, 才由 Q矩阵唯一决定。

参考文献

1　张建康. On the generaliz ed birth an d death process es .数学物理学报, 1984. 4( 2) : 241～259

2　王梓坤. 生灭过程与马尔可夫链.北京:科学出版社, 1980

100 国 防 科 技 大 学 学 报 1998年第4期


