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　　摘　要　提出了稳定正规环的概念; 推广了正规环的分解定理; 给出了正则局部环整性的一个简单证

明; 指出了研究正则环的一条新途径。
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Abstract　The def init ion of stable norm al ring is pr esented. T he decom posit ion of no rmal r ing is

extended. Thror gh the result , w e have obtained sim ple pr oof of the property of r egular lo cal ring. We

also giv e a researching method for regular ring .
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设 A 是含单位的交换诺特环。我们用 spec( A )表示环 A 的素谱对于 p∈spec( A ) , A p 表示 A 在素

理理想 p 处的局部化, ht ( p )表示 p 的高度。在文献[ 1]中给出了下面两组条件,对于整数 k= 0, 1, 2,⋯,

考虑:

( S k) depth( A p )≥inf ( k, ht( p ) ) , P p∈spec( A ) ;

( Rk )如果 p∈spec( A )有 ht ( p )≤k, 那么 A p 是正则环。

我们把文献[ 1]的几个结论陈述如下:

　A 是 C- M 环Z A 适合所有( Sk ) ;

　A 是正规环Z A 适合( S2 )和( R 1) ;

　A 是既约环Z A 适合( S1 )和( R 0) ;

　A 是正则环Z A 适合所有( Sk)和( R k)。

按古典理论,正规环是有限个正规整环的直和。显然正则环是正规环,因此正则环能分解为有限个

正规整环的直和, 下面的结论说明这些正规整环是正则环。

定义1　环 A 具有某一特征性质当且仅当对任意 p∈spec( A ) , A p 具有该特征性质。我们称这种环

为稳定环。

定义2　满足( S2 )和( R1)的稳定环称为稳定正规环。

定理　稳定正规环是有限个稳定正规整环的直和。

证明　由正规环分解定理有 A = A 1Ý ⋯Ý A n ,其中 A i 是正规整环。下面证明 A i 是具有与 A 相同

特征性质的稳定环。

注意到 p∈spec( A ) , 必有某 p i∈spec( A i )使 p = A 1Ý ⋯Ý A i- 1Ý p iÝ A i+ 1Ý ⋯Ý A n ,并且这是一一

对应关系。在 A 中设 S = A \ P ,那么 S = A 1Ý A 2Ý ⋯Ý A i- 1Ý ( A i\ P i) Ý A i+ 1Ý ⋯Ý A n。在 A i 中设 Q= A i
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\ p i,因此 A p= S
- 1
Aµ Q

- 1
A i= ( A i ) p

i。这就完成了定理的证明。

考虑到局部环的不可分解性我们有:

推论1　稳定正规局部环是整环。

因此我们非常简单地证明了正则局部环的一个重要性质:正则局部环是整环。而文献上一般都用高

深的同调方法或分次方法证明之。稳定环的例子很多,如正则环、C- M 环、Gorenstein 环。稳定正规环

最典型的例子是正则环。

推论2　正则环是有限个正则整环的直和;满足( R1 )的 C- M 环是有限个 C- M 整环的直和;满足

( R 1)的 Gorenstein 环是有限个 Gorenstein整环的直和。

由此可见正则环研究只要讨论正则整环。当然正则整环的研究不是一件轻松的事,即使 dimA = 2

也没有完全弄清楚。如果 gl. dimA = d< + ∞,则

A = ( A 01 Ý ⋯ Ý A 0t
0
) Ý ( A 11 Ý ⋯ Ý A 1t

1
) Ý ⋯ Ý ( A d 1 Ý ⋯ Ý A dt

d
) ,

其中A 0i为域, A 1j为 Dedekind整环,当然某些项可能为0,此时从分解项中去掉它们。这样我们可以给出

很多正则环的例子,如 ZÝ k [ x ]。下面我们再给出两个正则整环的例子。

例1　无穷维正则整环。

A = k [ x 1 , ⋯, x n⋯] , 设 {mn}为递增正整数列, mi+ 1- mi> mi - mi- 1 (对P i > 1) , p i = ( x m
i
+ 1, ⋯,

x m
i
+ 1 ) , S = A \ (∪

∞

i= 1
p i ) ,由[ 3]知 S

- 1
A 是诺特环, 且 dimS

- 1
A = + ∞, S

- 1
A 的极大理想形如 S

- 1
P i, 由于

( S
- 1
A ) S - 1p

i
是正则局部环,从而 S

- 1
A 是无穷维正则环。下面说明( S

- 1
A ) S- 1p

i
为正则局部环。

不失一般性设 P 1= ( x 1 ,⋯, x n) , K- = K ( x n+ 1,⋯⋯)为分式域。经过简单计算知( S
- 1
A ) S - 1p

1
≌A P

1
≌k

-

[ x 1 ,⋯, x n] ( x
1
,⋯x

n
) ,它显然是正则局部环。

例2　不具有纯维数(极大理想的等高性)的正则整环。

设( A , m, k)是正则局部环, dimA > 0。B= A [ x 1,⋯, x n ]是 A 上的 n元多项式环, 则B 为正则整环且

gl . dimB= n+ gl . dimA < + ∞。下面证明 B 不具有纯维数。

设 q1, q2∈spec( A ) , q1< q2 , q1≠q2。A→
i

A [ x 1 ,⋯, x n] , i忠实平坦。由[ 1] P 79Th19,PQ∈spec( B ) , Q

∩ A = q, 有 ht ( Q ) = ht( q ) + ht ( Q / qB )或写为 dimB Q= dimA q+ dim ( B Qª k ( q) ) ,但 dim ( B Qª k( q) ) =

dim ( k( q) [ x 1, ⋯x n ] ) = n,分别在 q1, q2的纤维中取极大理想Q 1, Q 2, 对应地取 spec( B )中的极大理想 Q1 ,

Q2 ,使得 Q1∩A = q1 , Q2∩A = q2。此时有:

ht( Q 2 ) = ht( q2 ) + n > ht ( q1) + n = ht( Q 1) .
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