
低阶高精度单元的发展
 

任钧国　熊龙飞

(国防科技大学航天技术系　长沙　 410073)

　　摘　要　综述了四节点等参单元存在的问题, 以及提高其精度的途径, 并对这些方法略做评述, 且探讨

了发展高精度单元的方法。
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Abstract　 In this pape r p rob lem s w h ich ex ist in 4-node isoparam etric elem en t and them e thods o f

im p rov ing the accuracy a re summ erized. T he au tho rs g iv e br ief rev iew to these m e thods and discuss

the app roach to deve loping h igh accu racy elem en t.
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四节点等参单元最初由 T a ig
[1, 2 ]提出,由 Irons

[3 ]加以推广完善,对有限元的发展起了很大的推动作

用,记这种单元为 Q 4单元。Q 4单元具有形式简单,在精细网格下收敛到正确解,适合于各类问题 (例如非

线性问题 ),形成单元矩阵时计算量少等优点,因此在工程计算中得到广泛应用。然而这类单元对于弯曲

问题, 性能不理想, 对于不可压缩材料平面应变,产生“闭锁”现象。另外对于粗网格,或者长宽比很大的

单元,精度不高,对于单元的几何形状敏感必性很大。例如一端固定一端受弯矩作用的悬壁梁,如图 1, 分

成两单元计算 A 点垂直位移WA,与同一问题精确解比较,其误差与反映单元几何形状的参数 a /l的关

系曲线见图中 Q 4曲线, 可见对于弯曲问题刚度相当大。什么原因造成这种现象呢?我们来分析一典型的

矩形单元,如图 2, 每节点两自由度,共 8个自由度。分析单元的特征变形有 8种,三个刚体运动 (两个平动、

一个转动 ),另外还有 5个变形,分别为剪切变形,体积变形,拉伸变形和两个弯曲变形。与后 5个变形对应

的特征值为
[4 ]

:
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　　其中　　E 1=
E

1- _ 2 (平面应力 ) , E 1=
E ( 1- _ )

( 1+ _ ) ( 1- 2_ )
(平面应变 ),

　　　　E 2= _E 1

特征值是反映与之对应的变形刚度的度量,特征值越大, 刚度越大, 越不容易发生这种变形。当泊松

比 _→ 0. 5时, 剪切变形的特征值λ4不会变为无穷大, 因此剪切变形可以发生。而λ5, 6中有一个特征值会

趋向于无穷大, 即λ5,它是阻碍单元体积的变化, _= 0. 5时为不可压缩的, 正确地反映单元刚度。λ6为有

限值,反映在等体积下单元形状的变化。在 _→ 0. 5时, λ7, 8→∞, 这两种变形也是在等体积下单元形状的
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图 1　单元与几何形状的敏感性关系

图 2　矩形单元及其变形模式

变化,由于与之对应的刚度趋向无穷大,阻碍了这两种变形的发生,而对于弯曲问题,这是极其重要的变

形,是不应该抑制的。这两种变形是在等体积下发生的, 有人称之为“寄生模式”,由于它的应变能为零,

又称为“零能模式”。许多研究者进行了大量研究,将这种模式从体积变形中分离出来, 构造了适合不同

问题的四边形单元。

1　分片试验

人们在构造单元时,往往用分片试验方法来检验单元的收敛性特征。分片试验是由 Irons
[5 ]
提出的,

它是检验单元是否满足收敛性条件的实用方法。试验单元在常应变或常应力边界条件下,对于包含内点

的网格,单元能否重现常应变或常应力, 如果能重现,则通过分片试验,当单元直径趋向于零时,保证收

敛到正确解。在构造四边形单元时,也用分片试验方法检验单元的收敛性。然而在构造四边形单元时, 有

时使用不协调位移模式, 生成的单元刚度矩阵不能通过分片试验,结果还是不错, 而且收敛。于是 T ay-

lo r
[6, 7 ]等人提议计算单元刚度时, 用常雅可比矩阵进行计算,非协调位移模式就能通过分片实验。文献

[8]把这种强制畸变单元通过分片试验的方法称为“等参变换规则化”修正法,并采用“求逆犯规”对其作

进一步修正。B ely tschko
[9 ]等人提出“分形分片试验” ( fracta l pa tch test,分形在这里仅借用,并不是真的

分形 )。即不断细分的相似单元网格下, 在边界加以给定位移场时,内部点是否收敛到给定的位移场, 如

果收敛, 则通过“分形分片试验”。Be ly tschko给出不能通过 Irons的分片试验,却能通过“等级分片试

验”的单元。这种分片试验也可以分析收敛速度,是一种弱形式的分片试验。

2　构造高精度四结点单元方法

在过去几十年中,许多研究者为改进四节点单元的性能, 提出了许多方法, 其中主要的可分为 6类,

这些方法可以相互结合,形成具有某种特征的单元。

2. 1　不协调位移模式

为了解决平面问题四节点单元对弯曲变形精度差的不足, W ison
[10 ]等人在协调单元位移模式的基

础上,引入不协调的内部自由度位移模式, 即

u

v
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其中

N i (a, Z) =
1
4

( 1+ aia) ( 1+ ZiZ), P 1 (a, Z) = 1 - Z2　P 2 (a, Z) = 1 - Z2

I为 2× 2的单位矩阵。

这种单元被称为 Q 6单元,它对矩形单元精度很高, 但是这种位移模式不能通过歪曲单元的分片试验。

T a lo r和W ilson等人用第二节中提到的“等参变换规则化”方法对 Q 6单元进行修正, 使其能够通过弱形

式的分片试验,这就是 QM 6单元, 它的特征可见图 1中的 QM 6曲线, 可见这种单元的性能不错。文献
[11 ]
采

用求逆犯规方法对 QM 6单元进一步修正,并将其应用于八至二十节点等参元,得到一类适应空间不规则

网格的非协调 QMM 6单元,此单元在畸变网格下精度高于 QM 6单元, 且计算量减少。这些方法都是简单地

利用不协调位移模式。H ueck
[ 12, 13]
等人把 ( 1)式在单元a= Z= 0点处展开成物理空间中的泰勒级数,截取

至二阶项。由一阶项得到刚度矩阵的基本部分, 利用关于内部自由度的平衡方程, 消除内部自由度,得到

刚度矩阵的修正部分。将它应用到不可压缩材料,得到满意结果, 它对弯曲问题的特征可见图 1中 Q S 6曲

线。文献 [14 ]采用更复杂的不协调位移模式和平均协调方法,取得了几何不敏感单元, 但其单元列式已

很复杂。

2. 2　降阶积分或有选择的数值积分

由于 4节点协调单元的单元刚度矩阵刚度太硬, 因此有的研究者采用不充分的高斯积分方法,例如 2

× 2高斯点对于 4节点单元是足够阶的, 降阶积分就是减少高斯积分点数,如用一个高斯积分点。由此单

元刚度矩阵秩不足, 于是有的对体积刚度部分采用降阶积分方法, 对其余部分不采用降阶积分方

法 [15, 16 ], 或者有方向性的采用降阶积分方法。对于各向同性材料和线性问题, 这种方法还是有效的。

H ugh s[17 ]将这种方法加以推广到各向异性介质和非线性问题, 将应变矩阵进行插值,应变的插值函数次

数低于单元位移插值函数, 用这种方法设计了好几种单元。这种方法提出得较早,但仍然有些研究者还

采用。

2. 3　假定应力法

P ian [18, 19 ]等人将应力和位移分别插值,利用两场的 H e llinger_ R eissner变分原理,得到性能良好的

单元。W eissm an
[20 ]等人将 P ian的工作推广到轴对称问题。

P ian构造不协调位移模式单元时, 采用修正的 H e llinge r_ R eissner两场泛函。单元位移场由两部

分组成,即协调位移场 uq、不协调位移场 uλ。

其中 u = uq + uλ ( 2)

uq = N qd e ( 3a )

uλ= N λλ ( 3b )

uq+ uλ为一完全多次式, N q, Nλ为插值函数, d e节点位移, λ为不协调参数自由度。假定应力场也分为两

部分,即常应力场ec、高阶应力场eh,表示为:

e= ec + eh = Uc+ OhUh = Uc + [O1 O2 ]
U1

U2

= [O] {U} ( 4)

其中U为参数O1, O2为插值函数。

P ian采用的修正 H e llinger_ Re issne r泛函为:

cmR = ∑
e

[∫
V
e

[-
1
2
eT
Se+ eT ( S

u ]dV - ∮
 V

e

eT
c n

T
uλdS ] ( 5)

其中e为应力, u为位移,  S
u为应变, S为材料柔度矩阵, n为单元边界外法线方向。另外还有附加条

件:

∮
 V

e

e
T
h n

T
WuλdS = 0 ( 6)
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利用此条件使 ( 4)式的未知数减少。

如果 nq, ns和 nU分别表示协调位移, 不协调位移和应力场的自由度, V表示所研究问题刚体运动自

由度数,那么它们之间满足

nU≥ nq + 2nλ - V ( 7)

以保证单元稳定性。以此种方法形成的单元记为 5U,其性能可见图 1中 5U曲线。此种方法由于存在求逆,

而且仅适合弹性问题, 限制了它的使用范围。

2. 4　假定应变法

此种方法通常采用两场变量,其一是位移场,其二是应变场。S im o
[21, 22 ]等人在综合他人方法的基础

上,为假定应变法提供了理论基础。它的出发点是 H u_ W ash izu原理, 其形式为:

cH =  
K

[W (X) - eT (X-  
s
u) ]dV -∫

K

f
T

- udV - ∫
 S

K

U
T

- udS ( 8)

其中 W (X)为应变能密度。假定允许的位移场、应力场和应变场分别为Z, f和V,又真实的位移场、应力

场和应变场分别为 u, e和X。由上述泛函得到三个等价的泛函:

∫
K

 
s
Z edV - G ex t (Z) = 0　　　 (平衡关系 ) ( 9)

其中 G ex t (Z) = ∫
K

f
T  ZdV + ∫

 B
K

UT  ZdB

∫
K

f [ 
S
u - X]dV = 0　　　　 (应变与位移关系 ) ( 10)

∫
K

V [-e+
 W (X)

 X ]= 0　　　　 (本构关系 ) ( 11)

若假定允许应变场采用下列形式

V=  SZ+ V- ( 12)

其中 
S
Z是协调的应变场, V-为扩展的应变场, 它不受协调性限制。若对真实的应变场采用同 ( 12)式相

同形式的分解

X=  S
u + X- ( 13)

于是得到三场变分方程

∫
K

f X-dV = 0 ( 14)

∫
K

 SZ  
 X
W ( S

u + X-) dV - G ex t (Z) = 0 ( 15)

∫
K

V- [- e+  
 X
W ( S

u + X-) ]dV = 0 ( 16)

上述三方程是假定应变法的基础。

2. 5　假定应力应变法

用假定应力应变法研究四节点单元首先由 Be ly tschko
[23 ]进行的。假定场有三场,即位移场、应力场

和应变场。其依据是 H u_ W ash izu三场变分原理, 如 ( 8)式所式。

在单元内假定场为

e= S  se, X= E  e, u = N e  d e ( 17)

代入 ( 8)式得

H - A
T 0

- A 0 G

0 G
T 0

e

se

d e

=

0

0

f
-

( 18)
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其中　H = ∫
K

E
T
D E dK, A = ∫

K

S
T
E dK, G = ∫

K

S
T
B dK,

f
-= ∫

K

N
T
f dK+ ∫

 B
K

N
T
p
-dB, B =  S

u

消除应力应变场参数后,得单元刚度矩阵

K = G
T (AH - 1

A
T )G ( 19)

为了保证单元稳定,各场自由度数应有如下关系

ne+ ns ≥ nd, nd ≥ ns

其中 ne, ns和 nd分别表示应变、应力和位移场自由度数。这种方法的关键是假定应力场,它要修改本构

关系,不具有一般性。此种方法由于采用三场构造,过于复杂, 很少有人采用。

2. 6　简单位移模式迭加法

钟万勰等人 [24, 25 ]采用低价精确位移弹性力学解迭加构造平面问题低阶单元也有一定的效果,这种

方法对于其它问题有着固有的困难, 因为不易得到相应问题的精确解。

3　结束语

低阶高精度单元的研究不仅有重要的理论意义, 丰富了有限元理论,而且很有实际意义。性能良好

的低阶高精度单元,可以节省计算机计算时间和内存,特别是非线性问题,优越性就更加明显,因此许多

研究者作了大量工作, 对非线性问题和动力问题也着手进行了研究。平面问题的研究比较完善,相对于

轴对称问题、空间问题, 也还比较简单。空间问题的研究意义更大,对节省计算时间很有意义。本文所述

只是目前较为流行的方法, 并未对低阶高精度单元作全面的论述,还有大量文献未提及。低阶高精度单

元经过研究者的不懈努力, 会找到符合人们需要的单元。
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