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　　摘　要　本文给出了一种求解一维结构瞬态响应问题的解析方法。通过对控制方程及其定解条件进行

Laplace变换, 将问题写成状态空间形式, 用传递函数法求得统一形式的解析解。通过 Laplace逆变换求得结

构在时域内的瞬态响应。文中给出了一些一维结构动力响应问题的算例。
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Abstract　T he paper presents an analyt ical method for the analy sis o f dynam ic response of one di-

mensional st ructures. In the analy sis, the linear part ial different ial equations and the inhomogeneous

boundary conditions that g overn the r esponse o f the distr ibuted subsystem are Laplace tr ansformed

w ith respect to time, and case into a state space form . T he transfer funct ion is determined in an exact

and closed form by the state space technique. T he tr ansient response is obtained using the inverse

Laplace tr ansformat ion. Numerical ex amples are prov ided to illust rate the ef ficiency of the method.
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对系统动态响应问题的研究一直是科学研究的前沿。目前研究动力响应问题的方法主要是半离散

化方法
[ 1]
。最近几年, B. Yang

[ 2]
, C. A . T an

[ 3]
和周建平

[ 4] [ 5]
等人关于分布参数系统传递函数方法的

研究引起了许多学者的关注。传递函数法不进行空间离散, 通过把瞬态响应问题写成状态空间形式, 而

直接求出系统的响应, 因而具有较高的精度。运用该方法 B. Yang 研究了一维分布参数系统的振动问

题, 并给出了一个Laplace 变换后的积分形式的解析解。周建平
[ 4] [ 5]
则把该方法推广到了二维与三维结

构的求解上。本文给合传递函数法的优点, 通过Laplace逆变换来求一维结构的瞬态响应。文中对传递

函数法进行了一些推广, 并对解的形式进行了化简与变换, 以更适于一维结构的瞬态响应的求解。文

中给出了数值算例。

1　一维子结构的传递函数方法

设子结构关于响应函数 w ( x , t) 的控制方程组为

∑
n

k= 0
∑

m

j= 0

A kj
�k

�x k

�j

�tj w ( x , t ) = f e( x , t ) , x ∈ [ 0, 1] , t > 0 ( 1)

M i [ w ( 0, t) ] + N i [ w ( 1, t ) ] = �Bi ( t) , i = 1, 2, ⋯, n, t≥ 0 ( 2)

其中 f e( x , t) , �Bi( t ) , V i( x ) 是已知函数, A kj为方程系数, n, m 分别是对空间坐标和时间坐标的最大求导
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阶次,M i = ∑
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∑
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Bkj , i
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�x k
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�t j , N i = ∑
n- 1

k= 0
∑
m- 1

j= 0
Ckj , i

�k

�x k

�j

�t j。

对方程 ( 1)、( 2) 进行 Laplace变换, 利用了初始条件 ( 3) 式, 得

(∑
n

k= 0
∑

m

j= 0
s

j
A kj
�k

�x k ) w ( x , s) = f e I ( x , s) ( 4)

(∑
n- 1

k= 0
∑
m- 1

j= 0

s
j
Bkj , i

�k

�x k ) w ( 0, s) + (∑
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k= 0
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j= 0

s
j
Ckj , i

�k

�x k ) w ( 1, s) = �i ( s) , i = 1, 2,⋯, n ( 5)

其中w
- = L ( w ) 是函数 w 的 Laplace变换

f eI ( x , s) = f e( x , s) + f 0 ( s)

f 0 ( s) = (∑
n

k= 0
∑

m

j = 0

A kj
�k

�x k ) (∑
j- 1

p = 0

s
j- p - 1

V p ( x ) )
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j = 0

Ckj , i
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�x k ) (∑
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s
j - p- 1

V p ( 1) )

　　将 ( 4)、( 5) 写成状态空间形式

�
�x�
-( x , s) = F ( s) �-( x , s) + q( x , s) , x ∈ [ 0, 1] ( 6)

M ( s) �-( 0, s) + N ( s) �-( 1, s) = �( s) ( 7)

其中

�-( x , s) = {w ( x , s) , ��xw ( x , s) , ⋯, �
n- 1

�x n- 1w ( x , s) }　F ( s) =
0( n- 1)×1　I ( n- 1)×( n- 1)

Fn1 ( s) ⋯ Fm( s)
( 8)

Fni( s) = -
∑

m

j= 0

A ( i- 1) j
sj

∑
m

j = 0

A nj s
j

　　j = 1, 2, ⋯n　q( x , s) = 0, 0,⋯,
f e I ( x , s)

∑
m

j= 0

A nj s
j

T

M( s) = [M ij ( s) ] ,　M ij ( s) = ∑
m- 1

k= 0
s

k
B j k, i,　i, j = 1, 2, ⋯, n

N ( s) = [ N ij ( s) ] ,　N ij ( s) = ∑
m- 1

k= 0
s

k
C j k, i,　i, j = 1, 2, ⋯, n

�( s) = {�1 ( s) , �2( s) , ⋯, �n ( s) } T

　　利用传递函数解法, 方程 ( 6)、( 7) 的解为

�-( x , s) =∫
1

0
G ( x , �, s) q(�, s) d�+ H ( x , s)�( s) ,　x ∈ [ 0, 1] ( 9)

其中矩阵传递函数的定义如下

G ( x , �, s) =
H ( x , s)M ( s) � ( - �, s) , �< x

- H ( x , s) N ( s) � ( 1 - �, s) , �> x
H ( x , s) = � ( x , s) [M ( s) + N ( s) � ( 1, s) ] - 1

其中 � ( x , s) = e
F( s) x 是该问题解的基矩阵。

表达式 ( 9) 给出了结构响应的 Laplace变换后的积分形式的解析解, 而传递函数内则包含着结构

响应所需要的任何信息。结构的特征方程由传递函数的奇异性条件给出

det [M( s) + N ( s) � ( 1, s) ] = 0 ( 10)

2　瞬态响应方法

若要得到时域内结构的瞬态响应, 则需对式 ( 9) 进行 Laplace 逆变换。

假设: ( 1) 方程 ( 10) 的根为 �1i, i = 1, 2,⋯, N 1; ( 2) 外载相关的 q (�, s) 的极点为�2i, i = 1, 2,⋯,

N 2 ; ( 3)边界条件相关的 �( s) 的极点为�3i, i = 1, 2, ⋯, N 3。根据留数定理, �-( x , s) 的反 Laplace 变换为
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�( x , t) = ∑
3

j = 1
∑

N
i

j= 1

R e
s= �

i j

s( �-( x , s) ) e�i j t ( 11)

　　利用 ( 11) 式可求出在任意初始条件与任意外载荷作用下结构的响应。但由于 w ( x , s) 很复杂, 是

一个积分形式的结果, 直接利用并不方便。针对不同情形, 可对解形式 ( 9) 进行化简:

( 1) 当外载都是集中载荷或可等效为集中载荷时, 则载荷可表示为

f e( x , t ) = ∑
i

P i�( x - x i ) f i ( t) ( 12)

其中 �( x ) 是 Dirac 函数。则

f eI ( x , s) = ∑
i

P i�( x - x i) f i ( s) + f 0( s) ( 13)

q( x , s) = ∑
i

P i�( x - x i ) q1i( s) + q0 ( s) ( 14)

其中 q1i( s) = 0, 0,⋯,
f j ( s)

∑
m

j = 0

A nj s
j

T

　　q0( s) = 0, 0,⋯,
f 0( s)

∑
m

j = 0

A nj s
j

T

　　将 ( 14) 代入 ( 9) 有

�-( x , s) = ∑
i

G( x , x i, s) P iq1i ( s) + T ( x , s) q 0( s) + H ( x , s)�( s) ( 15)

其中 T ( x , s) = [ G( x , 0, s) - G ( x , 1, s) ] F( s) - 1 ( 16)

　　 ( 2) 当外载可表示成

f e( x , t) = f ( x ) g( t ) ( 17)

　　于是可将 f ( x ) 展开成 Fourr ier 级数

f ( x ) ～∑
+ ∞

k= - ∞
D k e

ik�( 2x - 1)　D k =∫
1

0
f ( x ) e- ik�( 2x- 1) dx　i = - 1 ( 18)

则 q ( x , s) = ∑
+ ∞

k= - ∞
q2k ( s) eik�( 2x- 1) + q0 ( s)　q2k( s) = 0, 0, 0,

D k g( s)

∑
m

j = 0
A njs

j
( 19)

　　将 ( 19) 代入 ( 9) 有

�( x , s) = ∑
+ ∞

k= - ∞

T 2k ( x , s) q2k( s) + T ( x , s) q0 ( s) + H ( x , s)�( s) ( 20)

其中 T 2k( x , s) =
1

2ik�[ G( x , 1, s) e
ik�- G( x , 0, s) e- ik�] ( I -

1
2ik�F ( s) )

- 1

　　这种处理方法对载荷不能分离变量的情形也适用, 不过形式略有变化。

( 3) 对任意复杂的载荷形式 f e( x , t ) , 总可对它进行分段线性近似, 如图 1

图 1　载荷线性近似图

f e( x , t ) =
f ( x i- 1 , t) + f ( x i, t )

2
, x ∈ [ x i- 1 , x i] ,

( 21)

其中

x 0 = 0, x N = 1, �x i = x i - x i- 1 , i = 1, 2,⋯, N

则

f e( x , s) =
f ( x i- 1 , s) + f ( x i, s)

2
, x ∈ [ x i- 1, x i] ,

( 22)

i = 1, 2, ⋯, N

　　将 ( 22) 式代入 ( 9) 有
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�( x , s) = ∑
N

i= 1
T 3i( x , s) q3i ( s) + T ( x , s) q0( s) + H ( x , s)�( s) ( 23)

其中 T 3i ( x , s) = [ G( x , x i- 1, s) - G( x , x i, s) ] F ( s)
- 1
, q3i ( s) = 0, 0, 0,

f ( x i- 1 , s) + f ( x i, s)

2∑
m

j= 0
A nj s

j

T

　　经过式 ( 15) , ( 20) 和 ( 23) 的化简与近似, ( 9) 式中的积分运算已被消掉, 再利用 ( 11) 式进

行 Laplace逆变换就很容易了。

3　数值算例

( 1) 两端固定弦在初始速度下的有阻尼振动, 如图 2

图 2　弦结构模型

求解

��
2
u
�t2 + �

�u
�t - T

�2u
�t 2 = 0

u( 0, t) = 0, u( l , t ) = 0

u( x , 0) = 0,
�
�t u( x , 0) = v

　　可推得解析解为

图 3　一维组合结构

u( x , t ) = ∑
∞

n= 1
e
-

a
1
2

t
sin

n�x
l

Bnsin�nt

其中

a1 =
�
�

Bn =
2�

n��n
( 1 - cos i�)

�2n = -
4�Tn

2�2 - l
2�2

4l2�2

取 L = 1, a1 = 1, v = 1, T = �, 进行计算, 本文解与解析解
的对比见表 1。

表 1　弦有阻尼瞬态解

时间 0. 1 0. 6 1. 0 2. 0

本文解

解析解

0. 095158

0. 095162

0. 302599

0. 302522

0. 009664

0. 009664

- 0. 011713

- 0. 011713

　　 ( 2) 一维组合结构瞬态响应解, 如图 3

给定 EI 1 = 20, EI 2 = 25, �1 = 0. 5, �2 = 0. 5, K s = 200, P0 = 1, �= 1, 节点 1与节点 2的本文解

( T FS) 与有限元解 ( FEM , 50个单元) 的对比见图 4与图 5。

图 4　节点 2 的响应 图 5　节点 1的响应
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4　结　论

作为一种求解结构瞬态响应的新方法, 传递函数法具有求解形式统一、结果表达一致的优点。通

过对传递函数解进行简化与近似, 本文给出了一种实用的Laplace逆变换方法, 并进一步求出了结构的

时域响应解。数值算例表明, 本文的方法可给出精度很高的结果。用本文的方法还可方便地处理各种

结构阻尼问题, 解决办法完全同于不含阻尼结构的处理, 因此具有较广的适应性。用本文方法形成的

超级单元, 通过在边界节点上广义力的平衡很容易与有限元、边界元等进行拼装, 因而易于与其它数

值方法进行联合求解。由于本文的状态空间描述方法, 该方法在结构的振动控制研究方面将有独特的

优点。
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