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　　摘　要　采用能量法, 巧妙地导出了裂纹面上作用着均匀压力、幂硬化材料的无限体内部椭圆裂纹的全

塑性 J 积分解, 该解的形式为简单的解析式, 其解法基于 HRR 解[ 1, 2]。
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Abstract　The fully plast ic J-integr al of the embedded ell ipt ic crack, on w hich the uniform pres-

sure is exer ted, in the inf inite body of pow er hardening material is derived clever ly by use o f energ y

method in this paper. T he fully plast ic J-integ ral is a simple analyt ic form . The solv ing process is base

on the so lut ion o f HRR
[ 1, 2]

.
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用 J 积分描述延性材料在大范围屈服条件下的裂纹开裂是众所公认的方法。然而, 求解未穿透裂

纹的 J 积分却是一个难题, 它一般涉及到求解一个复杂的弹塑性边值问题。Shih 和 Hutchinson
[ 3, 4]、

Bucci等[ 5]以及 Rice[ 6]提出了一种弹塑性估算方法: 假定材料的单轴拉伸性能服从Ramberg-Dsgood 应

力应变关系:

E
Es =

R
Rs + A R

Rs

n

( 1)

　　其中 A为比例因子, n为硬化指数, Rs为屈服应力, Es为屈服应变, 它们是材料常数。分别求出问题

的线弹性解和全塑性解, 然后, 在两解之间以适当方式内插以一个估算弹塑性解。线弹性解已有现成

的结果。有文献给出了常见二维裂纹体的全塑性有限元解, 但还没有见到有人给出三维问题的全塑性

解来。本文采用能量法, 巧妙地导出了裂纹面上作用着均匀压力、幂硬化材料的无限体内部椭圆裂纹

的全塑性 J 积分解, 将它与现有的线弹性解结合起来, 可以给出无限体内部椭圆裂纹弹塑性解的工程

近似公式, 引入前后表面修正系数后, 可得三维表面裂纹问题的弹塑性近似解。

1　全塑性 J 积分沿裂纹前沿的分布规律

如图 1所示裂纹体, 其材料的单轴本构关系为:

E
Es = A R

Rs

n

( 2)

　　Hutchinson
[ 1]
、Rice和 Rosengren

[ 2]
的研究表明, 相应于 ( 2) 的Ⅰ型裂纹尖端的应力、应变和位

移的渐近表达式为:
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其中: I n为引进的无量纲因子, 以便使 R~ij ( H)、E~ij ( H) 和 u
~

i(H) 各项的最大值为 1。

图 1　无限体内埋椭圆裂纹几何与载荷

不妨从以下两个前提出发进行推导:

( 1) 裂纹体在载荷 p 的作用下,裂纹面沿 y 向张开,

椭圆裂纹面成为一空间腔体, 由 ( 3c) 和线弹性情形结

论, 不妨设空间腔的方程为:

x
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c
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其中: G0 为椭圆中心点的 y 向位移值, n 为材料硬化指

数。

( 2) 在利用能量法建立方程时, 假定初始椭圆裂纹

的长、短半轴分别为 c′= ( 1 - f ) c、a′= ( 1 - f ) a(其

中 f 为微量) , 并假定裂纹做如下虚扩展: 虚扩展后, 椭

圆长、短轴分别为 c、a(如图 2所示)。

在图 2中, 因为
a
c

=
a′
c′

, 所以, 外椭圆和内椭圆

可以用同一个椭圆参数角 U来表示其参数方程。设想椭

图 2　椭圆形裂纹的虚扩展

圆参数角从 U变到 U+ dU, P 1和 P2分别是

内、外椭圆对应于 U的点, Q 1和 Q2分别是

内、外椭圆对应于U+ dU的点, P 3为P 2点

外椭圆的法线与内椭圆的交点。

将内 椭圆参 数方程 x = a( 1 -

f ) sinU, z = c( 1 - f ) cosU代入空腔几何方
程 ( 4) , 略去高阶微量, 可得 P 1点的 y 向

位移为:

uy = y = G0 ( 2f )
1

n+ 1 ( 5)

又令P 2P 3 = r ,则曲四边形P1P2Q2Q1的面

积为:

dA = rds = r dx 2 + dz 2

即 dA = r a
2
co s

2U+ c
2
sin

2UdU
又从几何上可以证明[ 8] :

dA = f acdU

故 f = r
ac

a
2cos2U+ c

2sin2U ( 6)

　　另一方面, 在 ( 3c) 中, 令 H= P, 可得:
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　　联立 ( 5)、( 6)、( 7) , 可得:
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　　式 ( 8) 给出了全塑性 J 积分沿裂纹前沿的分布规律, 只要知道 G0的大小, 实质上便得到了全塑性

J 积分的近似解。

2　用虚功原理确定 G0

假设在上述虚扩展中, 没有卸载发生, 于是, 所要求的全塑性 J 积分实质上是对应 ( 2) 的非弹性

J 积分, 因此, 可以大胆地应用弹性应变能的概念和虚功原理。

由 J 积分的定义, 知

J =
d0
dA p

　　　( 0 为系统势能)

即 d0 = J dA = Jacf dU
所以, 在以上给定的虚扩展过程中, 裂纹体的势能增量为:
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其中: Fn( k) =∫
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1
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另一方面, 按系统势能的定义和 ( 2) 式, 有:

0 = RV - n
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RV ( 10)

其中: V 为裂纹内腔的体积。

用初等微积分, 可推出:
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所以
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联立 ( 9)、( 11) , 求出 G0后, 代入 ( 8) 式, 得全塑性 J 积分的精确解:
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