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　　摘　要　将一维 Roo t-MU SIC 推广到二维, 从而得到了一种新的二维方向估计方法,它具有计算量小的

优点。
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Abstract　In the paper , 1-D Root-MUSIC is g ener al ized to 2-D case w hich utilizes 1-D Root-MU-

SIC, and the new 2-D DOA est imat ion method has the advantage of low computation cost .
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在实际应用中, 经常需要对目标的方位进行估计, 因此人们提出了各种方向估计的方法, 如

Schmidt提出的 MU SIC
[ 1]
, Roy 提出的ESPRIT

[ 2]
, Bar abell的Root-MUSIC

[ 3]
等都是其中的经典算法。

这些方法最初均是针对一维方向估计,但近年来随着二维方向估计重要性的日益提高,也发展了各种二

维方向估计的方法, 例如, M USIC 可以简单推广到二维,但二维 MU SIC 有一个致命的弱点, 就是需要

进行二维方向搜索,计算量太大,如果没有一个好的初始值,很难用于实际。ESPRIT 计算量小, 估计效

果好,但本质上只能用于一维估计。Root-MUSIC计算量小,但在以前的文献中,认为只能适用于一维估

计,因此很有必要发展新的二维估计方法。

本文将一维 Root-MU SIC 推广到二维, 从而以较小的计算量获得二维方向的估计。

本文使用下面这些符号: H 表示共轭转置, * 表示共轭, T 表示转置,⊥表示向量正交。

图 1　

1　一维 Roo t-MU SIC

如图 1所示, 假设一均匀线阵有 M 个各向同性阵元,有 P( P< M )

个互不相干的远场窄带平面波信号入射到此阵列上, 入射方向分别为

{ H1, H2,⋯, HP} , 噪声为互不相关的高斯白噪声, 与信号源不相关, 方差为

R2,则第 i个阵元的观测信号为

x i( t ) = ∑
P

k= 1

sk( t ) e
- jX

0
( i- 1) ds inH

k
/ c
+ n i( t )

其中 s k ( t )为信号的包络, d为阵元间距, X0为信号中心频率, c 为信号的传播速率, n i( t )为第 i个阵元上

的噪声。

将上式写成向量形式: X ( t ) = AS( t ) + n( t )
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其中X ( t ) = x 1( t) x 2( t ) ⋯ xM ( t ) T
, S( t) = s1( t ) s2 ( t) ⋯ sM ( t ) T

n( t ) = n1 ( t) n2 ( t) ⋯ nM ( t)
T
, A = a(H1 ) a(H2) ⋯ a(HP)

a(Hi) = 1 e- jX0Si ⋯ e- jX
0
(M- 1) S

i
T
, Si = dsinHi/ c

可求出观测信号的自相关为:

RX X = E XX
H = ARS SA

H + R2I
其中RS S= E SS

H 为信号的自相关阵。

那么RX X的特征值 u i 和相应的特征向量 vi 满足下面的式子(设 u1≥u2≥⋯≥uM ) :

1) uP+ 1 = uP+ 2 = ⋯ = uM = R2

2) { vP + 1 vP+ 2⋯ vM } ⊥ {a(H1 ) a(H2) ⋯ a(Hp ) }
由上面的式子可知:

a
H
(Hi) ∑

M

j = P+ 1
vj v

H
j a(Hi ) = 0　　i = 1, 2,⋯, P ( 1)

若令 D (H) = 1

a
H(H) ∑

M

j = P+ 1

vj v
H
j a(H)

则可知在 Hi 处 D ( Hi)理论上为无穷大,但在实际中只是形成一个谱峰,故通过搜索 D (Hi )的谱峰可求得
Hi。这就是 MUSIC 法

[ 1]
。

如果令 z = ejX0Si,则有 a( Hi ) = 1 z - 1⋯ z
- (M- 1) T

若令 V = ∑
M

j = P+ 1
vj v

H
j = {V mn} 0≤m, n≤M- 1

则式( 1) 变为 a
H( z ) Va( z ) = 0

上式为 z 的一个多项式,可通过求根求得波达方向, 这就是 Root-MU SIC [ 3]。它将 MU SIC的谱峰搜索

转化为求根, 从而使计算量变得很小。

图 2

2　二维 Roo t-MU SIC

现在我们将一维 Root-MUSIC 推广到二维情形,

如图 2所示, 若有一阵元位于( x 0 , y 0 )处,一入射波和

x 轴和 y 轴的夹角分别为 A, B, 则可以知道入射波在
( x 0, y 0 ) 处相对于原点的相位差为 2P( x 0cosA+
y 0cosB) /K。现设有一 L×R 的均匀阵元阵列,有 P 个

互不相干的窄带源, 方向分别为(A1, B1) ,⋯, (AP , BP ) ,

则 t 时刻 阵元 接收到 的信号 为: ( 设 u i = exp

( j2PDcosAi/K) , v i= exp( j2Pdco sBi /K)

x i, j ( t ) = ∑
P

k= 1
u

j- 1
i v

i- 1
j sk( t ) + n i, j ( t)　　i = 1, 2,⋯, R　　j = 1, 2,⋯, L

写成向量形式:

x( t) =

1 ⋯ 1

u1 w uP

� �

u
L- 1
1 v

R- 1
1 ⋯ u

L - 1
P v

R- 1
P

s1( t )

�

sP ( t)

+

n1, 1 ( t)

n1, 2 ( t) \ = �

nL , R ( t)

= a(A1 , B1)　a(A2 , B2)　⋯　a(AP , BP) s ( t) + n( t)

= As ( t) + n( t)

其中x( t ) = x 1, 1( t )　x 1, 2 ( t )　⋯　x L , R( t)
T

协方差矩阵为: R= ARsA
H+ R2I ,其中 Rs= E( ssH)为信号协方差矩阵。

同一维 Root-MUSIC 一样,将 R进行特征分解,设特征值为 K1≥K2≥⋯≥KP+ 1= ⋯= KL R= R2 ,相应
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的特征向量为 g1 ,⋯, gP , gP + 1, gP+ 2, ⋯, gL R,则

g
H
j a(Ai , Bi) = 0　　i = 1, 2,⋯, P　　j = P + 1, P + 2,⋯, L R

这样我们可以得到 S (A, B) = a
H (A, B) ∑

L R

j = P+ 1

g
H
j g j a( A, B)在( A1 , B1) ,⋯, (AP , BP )处为 0。

　　令 u = exp( j2PDco sA/K) , v = exp( j2Pdco sB/K) , D = ∑
LR

j = M+ 1

g
H
j g j ,

a( u, v ) = 1　u　⋯　u
L - 1

v　vu　⋯　vu
L- 1　⋯　v

R - 1　v
R- 1

u　⋯　v
R- 1

u
L - 1 T

则有( u i, v i ) , i= 1, 2,⋯,M , 满足方程

S ( u, v ) = a
H
( u, v ) Da( u, v ) = 0 ( 2)

由于( 2)式为关于( u, v )的二元方程,不能直接求解,因此一维 Root-MU SIC 不能简单推广到二维。但若

我们已知u,则上式化为 v 的方程,这时即可求出相应的 v ,而 u 可以用一维 Root-MU SIC 对每行求解,

然后用平均的方法得出。因为整个算法是基于求根运算,因此可称之为二维 Root-MUSIC,它的计算量

很小。已知 u时, v
i
( i= - R+ 1,⋯, R- 1)的系数可如下求得:

设 D= ( Dm, n ) L R×LR ,则 Dm , n系数为 u
k
v
i , k= ( n- 1) mod L - (m- 1) mod L , i= INT ( ( n- 1) / L ) -

INT ( (m- 1) / L ) , 只需遍历 Dm, n即可。

3　仿真结果和结论

我们做了几组仿真实验来检验本方法的有效性。令信号数 P= 2,互不相关,分别位于( 45°, 40°)和

( 50°, 50°) ,阵元间距在 x , y 方向上均为半波长, 每种情况均做 50次,统计结果见表 1～4。

表 1　( SN R= 20dB, L = 4, R= 2, 快拍数 50)

方向 1( 45°, 40°) 方向 2( 50°, 50°)

均　值 ( 45. 07°, 40. 17°) ( 50. 16°, 50. 27°)

标准差 ( 1. 00°, 1. 97°) ( 0. 94°, 1. 74°)

表 2　( SN R= 20dB, L = 6, R = 2, 快拍数 50)

方向 1( 45°, 40°) 方向 2( 50°, 50°)

均　值 ( 44. 93°, 39. 91°) ( 49. 97°, 49. 95°)

标准差 ( 0. 31°, 0. 64°) ( 0. 31°, 0. 57°)

表 3　( SN R= 20dB, L = 4, R = 2, 快拍数 100)

方向 1( 45°, 40°) 方向 2( 50°, 50°)

均　值 ( 44. 92°, 39. 89°) ( 50. 01°, 50. 00°)

标准差 ( 0. 70°, 1. 40°) ( 0. 58°, 1. 08°)

表 4　( SN R= 25dB, L = 4, R = 2, 快拍数 50)

方向 1( 45°, 40°) 方向 2( 50°, 50°)

均　值 ( 44. 99°, 40. 01°) ( 50. 05°, 50. 07°)

标准差 ( 0. 52°, 1. 04°) ( 0. 48°, 0. 88°)

　　从表 1～4可以看出, 本方法对方位角的估计效果比对俯仰角的效果好, 这是因为先由一维

Root-MU SIC 估计出方位, 再将其代入( 2)式求俯仰角时,包含了方位角的误差。

总之,本文将一维 Roo t-MU SIC 方法推广到二维,计算量很小,如果将此结果作为二维 MUSIC 的

初始值,可以获得更好的估计效果。本方法对俯仰角的估计效果依赖于对方位角的估计效果,因此如果

可以提高方位角的估计效果,也就可以提高俯仰角的估计效果。
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