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　　摘　要　本文在 Robinson-Luxemberg 框架下重建了由 Nelson 所创立的近初等过程论,更有意义的是我

们由近初等过程可找回原来的标准过程, 为在此框架下运用近初等过程论做随机分析打下了基础。
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Abstract　In this paper , the nearby elem entary pr ocesses are rebuil t , which w ere f irst built by Ed-

w ar d Nelson in 1987, under the f rame of Robinson-Luxem berg . It is signif icant that w e can get back

the primary processes from this nearby elementary pro cesses, which provides the foundation of

stochast ic analysis under this fr am e.
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1987年 Edw ard N elson 在“Radical ly elem entar y probability theory”中声称概率论在本质上是初

等的,他认为概率空间可取成为超有限的, 而在非标准分析中超有限可以化归为有限来研究。支持这个

观点的是他的近初等过程论,而近初等过程论是在他自己所创立的“内集理论”的基础上得到的。众所周

知, Loeb, Keisler , Anderson 等人是在 Robinson-Luxember y 框架下讨论概率论中的非标准分析, 所以

我们有必要在 Robinson-Luxem berg 的框架下建立近初等过程论,更有意义的是我们由近初等过程可

找回原来的标准过程, 为在此框架下运用近初等过程论做随机分析打下了基础。

1　近初等过程

设( 8 0 ,F 0 , P 0)为一通常的概率空间, x 是以 T 0< R+ 为指标集的随机过程, 亦即 x : 8 0×T 0→R, 且

P t∈T 0, x ( t )是F 0t可测, 其中F 0t= R( x ( s) : s≤t ) , t∈T 0 是F 0的一族上升子 R代数, 满足通常的条

件。我们考虑非标准的 k 饱和模型 V ( *
S) , 其中 S = 8 0∪R, k≥CardV ( S)。于是由饱和性,存在超有限

集 T ,使得 T 0< T < *
T 0 ,记 T 的内基数为C. ( * 8 0, * F 0 , *

P 0)是一个*标准概率空间,其中*
P0是*有限

可加的内测度, 对*
P 0测度的内积分记为*

E 0. 由转换原理, *
x : T×

* 8 0→*
R 是内映射,且P t∈T , *

x

( t )是F 0t可测的内随机变量。

定义 1　称内函数 X : T×* 8 0→* R 为 x 的近初等过程, 如果

( 1)存在无穷大自然数 G∈*
N ∞, 使得P t∈T , X∈8 0, X ( t , X) = ∑

G

k= - G
ak( t , X) 2- k, 其中ak ( t, X)取 0,

1, - 1。亦即{X ( t , X) : X∈* 8 0}是一个 R中的* 有限集;

( 2)除去 8 0的一个内测度为无穷小的集合外,
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∑
t∈T

û*
x ( t ) - X ( t ) û≈ 0 ( 1)

我们方便地称这为( 1)式近几乎成立,并记为 n. s.。

定理 1　设有( 8 0,F 0, P 0,F 0t , T 0, x ) ,则存在它的近初等过程,且当P t∈T 0, x ( t)∈L
p , ( p≥1)时,

则有

∑
t∈T

‖*
x ( t) - X ( t )‖p ≈ 0 ( 2)

其中‖*
x ( t ) - X ( t)‖p= *

E
1/ p
0 ( û*

x ( t) - X ( t) ûp )

证明　P x≥0, n∈N,令 x [ n] = m ax { y ≤ x : y = ∑
n

k= - n

ak õ 2- k, ak = 0或 1}

当 x< 0,令 x [ n] = - ( - x ) [ n]

( 1)设P t∈T 0, x ( t )∈L
p ( p≥1) , 由 Lebesgue 控制收敛定理, 对正实数 E, v nt∈N, 当 n> nt 时,

‖x ( t) - x ( t ) [ n]‖p≤E,由转换原理,对正无穷小 E,P t∈T 存在 n t∈
*

N,当 n≥nt 时有

‖
*
x ( t) -

*
x ( t ) [ n

t
]‖p ≤ E

取 G= m ax
t∈T

nt , X ( t ) = *
x ( t ) [ n] , 则∑

t∈T

‖*
x ( t ) - X ( t )‖p ≈ E

( 2)式成立。

当 p = 1时,

*
P 0 (∑

t∈T

û*
x ( t ) - X ( t ) û> E1/ 2

) ≤ E- 1/ 2 õ*
E0 (∑

t∈T

û*
x ( t) - X ( t ) û)

≤ E- 1/ 2

∑
t∈T

‖*
x ( t ) - X ( t)‖l ≤ E- 1/ 2≈ 0 ( 3)

　　当 p > 1时,

*
P 0(∑

t∈T

û*
x ( t ) - X ( t) û> E1/ 2p )

≤ E- 1/ 2(∑
t∈T

‖*
x ( t ) - X ( t)‖p ) p ≤ Ep- 1/ 2 ( 4)

由( 3)及( 4)式可见,

∑
t∈T

û*
x ( t) - X ( t ) û≈ 0　n. s. ( 5)

　　( 2)对一般的 x , 记 N n= { max
t∈T

ûx ( t ) û> 2n} , 其中 T 1 为 T 0的有限子集, 则由转换原理, P T∈
*

P f ( T 0) , P正无穷小 E1∈*
R+ , v n0∈*

N,当 n≥n0时,
*
P 0( m ax

t∈T
û*

x ( t ) û> 2n) ≤ E1 ( 6)

取 E为正无穷小,取 G∈*
N \ N 为使得 G≥n0 , C·2

- G
≤E成立的第一个正无穷大自然数, 则 X∈{ m ax

t∈T

û*
x ( t) û> 2

G
}
c
时, 0≤

*
x ( t ) - X ( t)≤1/ 2

G
.所以, ( 5)式成立。因此, X ( t )即为所求的近初等过程。□

近初等过程未必唯一, 为此引入

定义 2　称两个内函数 X , Y : T×8 0→*
R 为近强等价的, 如果

∑
t∈T

ûX ( t ) - Y ( t) û≈ 0　n. s.

我们记为X≈Y , n. s. .

设F 0= R( x ( s) , s∈T 0) ,F 0t= R( x ( s) , s≤t) ,令 R-
T

0 = ∏
t∈T

0

R-, 　R- = R∪ (∞) ,　R- = ∏
s∈T

0
, s< t

R- , 并

赋以通常拓扑的乘积拓扑, 它是紧H ausedorf f空间。

F T
0 ,F t 分别为 R-

T
0 , R-

t 中圆柱集生成的 R代数的完备化。P 0
T

0为由过程( x ( t) , t∈T 0 )的有限维分

布所诱导的正则概率测度。那么( R-
T

0,F T
0, P 0

T
0 )是Radon 空间。众知,对于只牵涉到有限维分布的概率

论问题,我们可以只考虑定义在典则空间( R-
T

0 ,F T
0 , P0

T
0)上的坐标过程。因此在下面定理的证明中不

妨设 8 0是典则空间。

定理 2　设 x , y 为两个适应过程,它们的近初等过程分别为 X , Y , 则当 x 与 y 无区别当且仅当 X
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与 Y 近强等价。

证明　我们只需证明: x = 0, a. e. Z X≈0, n. s.这里 x = 0, a. e. 表示过程 x 与 0无区别, 亦即不计零

测集, x= 0. X 为 x 一个近初等过程,从而存在内集 N,
*
P0 ( N)≈0,在 N

c
上成立:

∑
t∈T

ûX ( t) -
*
x ( t ) û≈ 0 ( 7)

　　充分性: 假设 x 与 0不无区别,则 P 0( X∈ 8 0ûv t∈ T 0 , ûx ( t) û> 0) > 0

令 # kG = {X∈ 8 0ûmax
t∈G

ûx ( t ) û>
1
k

}

其中 k∈N, G∈P f ( T 0)为 T 0的有限子集。显然 # kG为 8 0中的开集。由于

{X∈ 8 0ûv t∈ T 0 ,使得 ûx ( t) û> 0}

= ∪
k∈N

{X∈ 8 0ûv t ∈T 0 , ûx ( t ) û>
1
k

}

A ∪
k∈N

∪
{G∈Pf ( T0) }

# kG

故 P0 (∪
k∈N
∪
G
# kG ) C E∈ R +

由[ 1]之定理 A . 5, A . 6知,存在 k∈N ,以及 G∈P f ( T 0)使得

*
P0 (

* # kG ) = P0 ( # kG) ≥
E
2

> 0

从而在具严格正测度的内集* # kG上,有

max
t∈G

û*
x ( t ) û>

1
k

但有( 7)式,这与 X≈0, n. s.矛盾。

必要性: 假设 x 与 0无区别,即 A = { X∈8 0ûP t∈T 0, x ( t) = 0}的 P0 测度为 1. 于是在*
A∩N

c 上

有,

∑
t∈T

ûX ( t) û= ∑
t∈T

ûX ( t) -
*
x ( t ) û≈ 0

而
*
P0 ( N

c
∩

*
A ) = 1这表明 X≈0, n. s. .□

今后记 H: xû→X 为由适应过程 x 到它的近初等过程的映射,那末在不计无区别以及不计近强等价

的意义下, H是一个单射。
定理 3　设( 8 0 ,F 0 , P0 )为标准概率空间, 0 为有限的F 0可测分割的全体, 则存在 P0∈

* 0 ,使

( 1)存在 G∈*
N∞ ,使 P0= {A 1 , A 2,⋯, A G} ,每个 A i∈* F 0;

( 2) I= { i∈* Nû1≤i≤G} , A i≠§ , A i∩A j = § ( i≠j ) , * 8 0= ∪
i∈I

A i;

( 3)对任意的 B∈F 0 , I ( B ) = { i∈IûA iA *
B }仍是* 有限集,且

*
B= ∪

i∈I( B)
A i

( 4)设 f 是F 0可测的随机变量, 则对每个 A∈F 0 , f 的振幅

D ( *
f , A ) C sup

X∈A
f ( X) - inf

X∈A
f ( X) ≈ 0

　　证明　在[ 4]中已经证明 P0 的存在性。并对有界可测函数证明了( 4) ,我们只需对非负可测函数 f

证明( 4)。因为 f = lim
n→∞

f ∧n, 于是对任意的 H∈
*

N∞,
*
f≈

*
( f ∧H )。固定自然数 k ,内集

{n∈
*

N ûP A ∈ P0 ,P x , y ∈ A , û*
( f ∧ n) ( x ) -

*
( f ∧ n) ( y ) û<

1
k

}

包含N ,因此含有某个无穷大自然数 H k, 取H = inf kH k,则 H∈
*

N∞ ,当 n≤H 时,

P x , y ∈ A , * ( f ∧ H ) ( x ) - * ( f ∧ H ) ( y ) ≈ 0

这就证明了
*
f 在 P0的每个分割集上。不计无穷小的差别为常数。□

记A= A(P0 )表示由分割 P0 生成的内代数,设 X 为 x 的近初等过程,则对每个 s∈T , X ( s)只取

* 有限个值,因此可将 P0中的每个集再作* 有限分割,记它为 P0
*
。两个分割的乘积是一个新的分割, 它

是由两个分割中集合的一切交集所构成的更细的分割。令

P0( t ) = ∏
s∈T , s≤t

P0
*

,　P0 ( T ) = ∏
s∈T

P0
*
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则它仍是
* 8 0的* 有限分割,令A= A(P0( t ) ) ,

则At 是A的一族上升子代数, X ( t)是At 适应的内过程。

当 T 0= N 时,取 T = { 1, 2,⋯, v} ,这里 v∈* N\ N, 当T 0< R, T 的首元与末元分别记为 a与 b,记 T
1

= T \ b,对 t∈T
1
,其后继写为 t+ dt,并对定义在 T 上的函数 f , 记df ( t) = f ( t+ dt ) - f ( t) .

定理 4　设 x ( t) , t∈T 是一个( 8 0,F 0,F t , P0 )上鞅(鞅,下鞅) ,则存在它的近初等上鞅(鞅,下鞅)

( X ( t) ,At) .

证明　记a= minT , b= maxT , T
1
= T \ b, t+ dt为 t 的后继。由定理1的( 5)式可知,对正无穷小E, 存

在近初等过程 X 使得∑
t∈T

û*
x ( t) - X ( t) û≤ E/ 5C,

定义随机过程 Y : T×
* 8 0→

*
R如下:

Y ( a) = X ( a)

dY ( t) C Y ( t + dt - Y ( t )

= dX ( t ) + *
E 0( d*

x ( t ) - dX ( t) ûAt)

Y ( t ) = Y ( a) + ∑
s< t

dY ( t ) , t∈ T

于是 Y ( t ) -
*
x ( t ) = X ( a) -

*
x ( a) + ∑

s< t

*

E 0( d
*
x ( s) - dX ( s) ûAs )

+ ∑
s< t

( dX ( s) - d*
x ( s) )

从而 ûY ( t) - *
x ( t ) û≤ 5∑

t∈T

û*
x ( t) - X ( t ) û≤ E/C

∑
t∈T

ûY ( t) -
*
x ( t) û≤ E ( 8)

而由转换原理
*
E0 ( dY ( t ) ûAt ) =

*
E 0( d

*
x ( t ) ûAt ) =

*
E 0( d

*
x ( t ) û* F 0t) ≤ 0

所以X ( t )是近初等上鞅。□

2　轨道的性质

本节中, 总假定 x 为适应过程, X 为其近初等过程。

定义 3　设 p≥1,称 x∈L
p 是指对一切 t∈T 0 , E0ûx ( t ) ûp< ∞;称 x∈u. i . L

p 是指

lim
n→∞

sup
t∈T

0
∫ûx( t) û> n

ûx ( t) ûp = 0

　　X∈SL
p
是指对一切 t∈T , ûX ( t) ûp

为 S 可积,即对任意的正无穷大自然数 H ,∫ûx( t) û> H ûX ( t ) ûp
dP

≈0

定理 5　x∈u. i. L p ,当且仅当 X∈SL
p .

证明　充分性:由P t∈T ,PH∈
*

N\ N

∫ûx ( t) û> H
ûX ( t) ûdP ≈ 0

则对正实数 E,　max
t∈T
∫ûx( t) û> H ûX ( t ) ûp

dP≤E,用*
x ( t )换 X ( t ) ,上述不等式仍然成立。考虑内集

A = {n∈* N:P t∈ T ,∫û* x ( t) û> n
û*

x ( t) ûp ≤ E}

含有一切正无穷大自然数, 因此由下溢原理, 存在 n0∈N, 当 n> n0时, n∈A . 而当 t∈T 0 , X∈8 0时,
*
x ( t ) = * ( x ( t) ) , 所以由转换原理

sup
t∈T

0
∫ûx ( t) û> n

ûx ( t ) ûpdP0≤ E

这表明 x∈u. i . L
p
.

必要性: 由假设,对任意的正实数 E, 存在 n0∈N 使得
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P n ∈ N, n > n0 ,P t∈ T 0 ,∫ûx( t) ûp> n
ûx ( t ) û≤ E

由转换原理及P t∈T , ûX ( t) û≤û*
x ( t ) û,则对PH∈

*
N\ N , t∈T

∫ûX( t) ûp> H
ûX ( t) û≈ 0

所以X∈S L
p .□

定义 4　称* 有限序列 a1 ,⋯, ap 是 S L 收敛的,如果存在a∈
*

R, 使得对任意正无穷大自然数 L≤M

有 aL≈a.称* 有限级数∑
v

n= 1
an是 SL 收敛的,是指它的部分和的* 有限序列是 SL 收敛的。

显然∑
v

n= 1
an　SL 收敛等价于P正无穷大自然数n≤v ,∑

v

k= n
ak≈0

定义 5　称序列 x ( n)
∞
n= 1为 L

p
收敛是指 lim

n, m→∞
‖x ( n) - x ( m )‖p→0称内序列

( X ( n) ) M
n= 1为 SL

p 收敛,是指对任意的正无穷大自然数 n, m≤v , 有‖X ( n) - X ( m )‖p ≈ 0

定理 6　x ( n) ∞n= 1L
p 收敛当且仅当( X ( n) ) Mn= 1为 SL

p 收敛。

证明　必要性:P E∈R + ,存在 n0∈N,当 n, m> n0时有

E0ûx ( n) - x ( m) ûp
< E ( 9)

由转换原理及 X 为 x 的近初等过程知,当 n, m 为正无穷大自然数,且 n, m≤M时有
*
　E 0ûx ( n) - x ( m ) ûp

≈ 0

　　充分性: 对任意的 E∈R+ ,由( X ( n) )
M
n= 1S L

p
收敛,内集

A = {n∈
*

N: n≤ m ≤M, *
E0û*

x ( n) -
*
x ( m) ûp

< E}
含有一切n∈

*
N\ N, n≤M,由下溢原理可知存在 n0∈N ,使( 15)式成立。因而 x 为L

p
收敛。

定理 7　设 x∈L
p
,则∑

∞

n= 1
‖x ( n)‖p 收敛当且仅当∑

M

n= 1
‖x ( n)‖pS 收敛。

　　证明　必要性:对 E∈T 0 ,存在 n0∈N,当 m> n> n0时,

∑
m

i= n

‖x ( i)‖p ≤ E

由转换原理及 X 为 x 的近初等过程可知,对正无穷大自然数 n< m< M,有

∑
m

i= n

‖X ( i )‖p ≈ 0

　　充分性: 由于对正无穷大自然数 n< m< M,

∑
m

i= n

‖X ( i )‖p ≈ 0

对正实数 E,内集

A = {n ∈
*

N: m∈
*

N, M> m > n,∑
m

i= n

‖X ( i )‖p < E}

含有一切不大于 T的正无穷大自然数,因此存在 n0∈N, 使一切自然数满足n> n0的n属于A . X 是 x 的

近初等过程, 于是对自然数 m> n> n0 ,有∑
m

i= n

‖*
x ( i)‖ < E, 而当 i∈N 时, ‖*

x ( i )‖
p = * (‖x ( i )

‖
p
) ,故由转换原理充分性得证。□

定理 8　x 在 t0∈T 0处 L
p 连续当且仅当 X 在 t0处 S L

p 连续。

证明　必要性易证。

充分性: 对正实数 E, 则内集
/ = {D∈ R+ :P t∈ T , ût - t 0û< D,有‖X ( t) - x ( t 0)‖p < E}

包含一切正无穷小,因而存在 D∈R +∩O,即

P t∈ T 0, ût - t0û< D,‖*
x ( t) - *

x ( t 0)‖p ≤ E
而当 t∈T 0时, *

x ( t ) = * ( x ( t ) ) , 所以 x 在 t0处 L
p 连续。□
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定理 9　x 为 L
p 有界变差当且仅当∑

t∈T
‖dX ( t )‖p 有限。

证明　

必要性: 存在 K∈N 使得对 T 0的任意有限子集 T 1 ,

∑
t∈T

1

‖d*
x ( t)‖p ≤ K ,

由转换原理及 X 为 x 的近初等过程立得结果。□

充分性: 由假设可知,存在 K∈N 使得P T 0的有限子集 T′0,

∑
t∈T′

0

‖d
*
x ( t )‖p ≤ K ,

从而∑
t∈T′

0

‖dx ( t)‖p≤K , x 为 L
p 有限。□

在下面的乘积空间 T 0×8 0上, 乘积测度为 dt×dP0 , dt为 Lebesgue 测度,而在内空间 T×8 上, 乘

积测度为dt×dP , dt为内计数测度。

定理 10　设 T 0= [ a, b] , x 为 T 0×8 0上的可测过程,则 x∈L
p
( T 0×8 0)当且仅当 X∈S L

p
( T×8 )

证明　

必要性: 记 x
( n) = x I ûxû≤n, 对正数 E,存在n0∈N,使得

P n∈ N, n > n0时∫T
0
×8

0

ûx ( n) - x ûpdP 0dt < E

由转换原理, 并考虑到 X 为 x 的近初等过程,对任意的 G∈*
N \ N

∫ûXû≥G
ûX ( t ) ûpdP dt≈ 0

因为T 0的测度有限,容易证明此时∫T×8
ûX ûpdP dt有限。

充分性: 对任意的正实数 E内集

!= {n∈* N:∫ûX ( t) û> n
ûX ( t) ûpdP dt < E}

包含一切正无穷大自然数, 因此存在 n0∈N, 使对 n> n0 ,

∫û* x( t) û> n
û*

x ( t) ûpdP dt < E

而当 t∈T 0时, *
x ( t ) = * ( x ( t ) ) , 因此由转换原理,

∫T
0
∫8

0

ûx ( t) ûpdPdt < 1 + n( b - a)

所以, x∈L
p
( T 0×8 0) . □

定理 11　x 为 L
1
绝对连续当且仅当 dX / dt∈SL

1
( T×

* 8 0) .

证明　

充分性: 考虑[ a, b]中有限个互不重叠的子区间族I= { [ ai , bi ] , i= 1, 2, ⋯, n, n∈N} ,P I∈I,记ûI

û= ∑
n

i= 1
ûbi- aiû, Var( I ) =∑

n

i= 1
‖x ( bi) - x ( a i)‖1,

Var( I ) = ∑
n

i= 1
‖x ( bi) - x ( ai)‖1

往证: P E∈R + , v D∈ R + P I ∈I( ûIû< D→ Var( I ) < E) ( 10)

由转换原理以及 X 为 x 的近初等过程可知( 16)式等价于

P I ∈
* I, ûI û≈ 0→ Var ( I ) ≈ 0 ( 11)

但是对于 I∈I, I 是
* [ a, b]中的* 有限子区间集,其子区间的端点不一定属于 T。当它们属于 T 时, 称

I∈
* I为好的。显然由( 17)式成立,则对于好的 I , ( 17)式当然成立。反之,若( 17)式对好的 I 成立,那么

对于端点属于[ a, b]的 I , ( 17)式也成立。由标准的证法知, P E∈R+ ,P I∈
* I , v n∈

*
N, I = { [ ai, bi ] ,

ai , bi∈[ a, b] , i= 1, 2,⋯, n} ,
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v D∈ R + , ûIû< D→ Var ( I ) < E ( 12)

因 X 为 x 的近初等过程。将 Var ( I )中 X 换为
*
x 仍然成立, 而且当 c∈[ a, b] ,

*
x ( c) = x ( c)。因此( 16)

式,从而( 17)式成立。这表明( 16)式等价于对好的 I , ( 17)式成立。对于好的 I , ûIû≈0,令 M = I×
* 8 0 ,

则∫MdPdt≈0,而

Var( I ) =∫M
û dX

dt

ûdPdt≈ 0 ( 13)

所以, dX / dt∈L
1 ( T

1×* 8 0 )

必要性: 由假设存在标准函数 y∈L
1( T 0×8 0 ) ,使对一切 t∈T 0 , a. e . X0∈8 0

x ( t , X0) = x
a( a, X0 ) +∫

t

a
y ( s, X0 ) ds

令 Y 为 y 的近初等过程,则由定理8, Y∈SL
1 ( T′×

* 8 0 ) .选 x 0 ( a)的近初等随机变量X ( a) (即常值过程

的近初等过程) ,定义

X ( t ) = X ( a) + ∑
a< s< t

Y ( s)

则易证 X 为 x 的近初等过程,且 dX / dt= Y∈SL
1 ( T′×* 8 0 ) .□

注意定理 8中 T 0的测度有限。当 T 0为 R+ 的无限子集时,我们需要 Anderson的 S 可积性:

定义 6　称内函数 X : T×* 8 0→* R 为 AS 可积。并记为 X∈SL
p ( T×* 8 0 )是指它满足:

( 1)∫T×* 8
0
ûX ûdP dt有限; ( 2)设内集 A < T×

* 8 0 ,∫A dP dt≈0, 则∫AûX ûdP dt≈0;

( 3)如 A 为内集,且 XûA≈0,则∫AûXûdPdt≈0.

Anderson在[ 2]中还证明了当T 0的测度有限时, X 为 A S 可积即定义 2中的 S 可积。显而易见如

内函数 X 只取有限值,则 X 为 AS 可积的。

定理 12　S L
p
(

* 8 0×T )是完备的空间。

证明　设( Fn )
∞
n= 1为 Cachy 列,则 limn, m→∞‖ûF n- F mû‖p= 0,其中‖û·‖ûp 表示 S L

p
范数。于是对正

实数 E,存在 n0, 当m> n> n0时‖ûFn- Fmû‖p< E. 将( Fn ) n∈N扩大为内序列,内集

! = {n∈
*

N:Pm > n,‖ûFn - F mû‖p < E}
包含一切正无穷大自然数, 因此存在 n0∈N∩A .令 F= Fm, m∈

*
N∞ ,则 lim‖ûFn- Fû‖p = 0. 往证ûFû∈

SL
p。首先由‖ûF n‖û有限,可知‖ûF‖û有限。设A 为 T×

* 8 0的内集。∫A
dPdt≈ 0

则由 ∫A
ûFûpdP dt≤∫A

ûFnûpdP dt +∫A
ûF n - FûpdPdt

可见上述左式为无穷小。设 A 为 T×* 8 0 的内集, FûA≈0,令 Gn= FnI ( ûF
n
û≤ûF û) + F I ( ûF

n
û> ûFû) ,则ûF- Gnû

≤ûF- Fnû, ûGn‖A= ûF‖A≈0,因此∫AûFûp≤∫AûGnûp+ ‖ûF- F n‖ûp ,故∫AûFûp≈0, 由此可见 F∈SL
p

( T×
* 8 0 )□

定理 13　X∈S L
p ( T×

* 8 0)当且仅当 x∈L
p ( T 0×8 0 )

证明　

充分性: 记 x
( n)

= x I ( ûxû< n) , 则对任意的正数 E,存在自然数 n0 ,使

∫8
0
×T

0

ûx ( n) - x
( m) ûpdP 0dt < E, m > n > n0

于是 lim
m , n→∞∫*8

0
×T
ûX ( n) - X

( m) ûpdP dt = 0

其中X
( n)
为 x

( n)
的近初等过程。X

( n)
取有限值, X

( n)
∈SL

p
(

* 8 0×T ) , 而 SL
p
(

* 8 0×T )完备,因此存在 X

∈S L
p
(

* 8 0×T ) ,使‖ûX ( n)
- X‖ûp→0.

‖ûX - *
x‖ûp ≤‖ûX - X

( n)‖ûp + ‖ûX ( n) - *
x

( n)‖ûp
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+ ‖û*
x

( n)
-

*
x‖ûp ≈ 0

所以X 为 x 的近初等过程。必要性与定理 10的证明相同。

以上定理刻划了 x 与 X 的解析性质, Nelson在[ 1]中还证明了概率性质的等价性。在这里我们只列

出而不予证明,因为其基本方法是标准的。

定理 14　

( 1) ∑
∞

n= 1
ûx ( n) û< ∞a. s. Z∑

∞

n= 1
ûx ( n) û有限。n. s. Z∑

M

n= 1
ûx ( n) ûS 收敛。n. s. ;

( 2) 如 t∈T 0A R,则 x 在 t处 a. s.连续Z X 在 t处 S 连续。n. s. ;

如果 T 0 为R 的紧子集,则

( 3) x 在 T 0 a. s.连续Z X 在 T 上 S 连续。n. s. ;

( 4) x 没有第二类间断点。a. s. Z X 没有无限个非无穷小的跳。n. s. ;

( 5) 如 Y 0A R,则 x 有界变差。a. s. Z X 有限变差。n. s.

3　条件期望

本节讨论* 条件期望与内条件期望的关系,是联系标准过程与近初等过程的关键。

引理 15　设有( 8 0 ,F 0, P 0 ,F 0t, T 0, x ) ,且 x 为可分过程, 则
* F 0t∪N= At∪N ,其中N 表示全

体测度为无穷小的内集。

证明　我们用 Q t 表示小于等于 t的全体有理数,则

F 0t = R( { Xû k
2n < x ( s) ≤

k + 1
2n , s∈ Q t, k, n ∈N } )

C R( A k
n( s) ûs ∈ Qt , n, k ∈ N) = R( E 1, E 2, ⋯) C R( C0)

其中C0= {E 1, E 2, ⋯}为{A
k
n}的重排。由[ 5]之§5习题 1. 9,

R( C0) = ∪ {CAûA< N1(阿里夫) } ( 14)

而

CA= (∪ {CBûB< A} )′ ( 15)

这里C′表示 C中的集合的差集的一切有限并组成的集类,显然C′B C。由于 C0是可列集,因而 R( C0)也

是至多可列集。因为( 14)式中 A小于等于N0 (阿里夫) , ( 15)式的并是可列并。于是,若记 E= CN0
,

* F 0t = ∪
n∈N

*
Cn∪*

E ( 16)

*
C0= { *

E1 , *
E 2,⋯, *

E n,⋯} n∈* N为 C0的* 标准扩张。因为每个 E i 是某个 A
k
n( s) , 于是*

E i= {X∈8 0ûk/

2
n
≤x ( s) < k+ 1/ 2

n
} .由( 6)式可见,

*
E i = N ∪ {X∈ 8 0ûX ( s) = k

2
n} ∈N ∪At

所以, *
C0AN∪At .因为当 CAAt∪N ,则 C′AAt∪N ,而对 n= 0, 有*

C0AAt∪N ,而如果*
CnA

At∪N ,则 Cn+ 1=
*
C′nAAt∪N . 因此对归纳法用转换原理,对一切 n∈N, CnAAt∪N. 故

* F 0t=

∪
n∈N

*
Cn∪*

EAAt∪N .

反之,设内集 A∈P0∈
*
0 , 则由定理 1,

A = { X∈ 8 0ûX ( t) =
i

2n
} , i∈ N, i ≤ 2n

则 A = A N∪{X∈8 0ûi- 1/ 2n< *
x ( t)≤i / 2n}∈*

F0t∪N, 从而AtA * F 0t∪N .联合前段证明的结果,

则*
F0t∪N= At∪N. □

引理 16　设 x 为可分的一致可积的适应过程, X 为其近初等过程,则对任意的 s, t∈T , t> s,有
*　E0 ( *

x ( t) ûF 0t) ≈*
E 0( X ( t ) ûAt)　n. s.

　　证明　如不然, 则存在 E∈R+ ,内集 A , *
P 0( A ) > E> 0, 使得在 A 上

*
E 0( *

x ( t ) ûF 0s ) ° *
E 0( X ( t ) û

As ) ,令
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D = {n∈ NûP X∈ A , û*
E 0( *

x ( t) ûF 0s ) - *
E 0( X ( t) ûAs) û> 1

n
}

包含*
N ∞ ,因此必包含某个正实数 E0.令 F= { *

P0 (Aû* F 0s) > 0} ,则 F∈* F 0s ,因而 F= G∪N ,其中,

G∈As, N∈N .

∫F

*

E0 (
*
x ( t ) û* F 0s) d

*
P 0 =∫F

*

x ( t ) d
*
P0≈∫F

X ( t) d
*
P 0

=∫G∪N
X ( t ) d*

P0 ≈∫G
X ( t) d*

P 0

=∫G

*

E 0( X ( t) ûAs) d*
P 0≈∫F

*

E0 ( X ( t) ûAs) d*
P 0 ( 17)

这里用到X ( t )的 S 可积性(定理 5)。

而另一方面, 由 F 的定义 P0 ( A F
c) =∫F

*

P 0 ( A û* F 0s ) d*
P0 = 0

可见*
P 0( A F ) = *

P0 ( A ) > E> 0,

∫F
û*

E 0( *
x ( t) û*　F 0s) - *

E0 ( X ( t) ûAs) d*
P 0

≥∫EF
û*

E 0(
*
x ( t) û*

　F 0s ) -
*
E 0(

*
X ( t ) ûAs ) d

*
P0

> E0E> 0

矛盾。 □

4　H的逆像

给定一个标准过程 x ,我们可以找到它的近初等过程 X ,它是定义在 T X
* 8 0上的内过程, 并取* 二

进制的值。由定理 2,在近强等价的意义下它是唯一的。

现在考虑逆映射的存在性, 首先如果逆映射存在,由定理 2,在无区别的意义下它是唯一的。我们先

证一个命题。

命题 17　设 T 0< T < *
T 0 , T 为* 有限集,其内基数‖T‖= C, 对于任意的正无穷大自然数 H≤C,

存在T 的* 有限子集 T′,‖T′‖= H ,且

T 0 < T′< T < *
T 0

　　证明　定义内二元关系

5 = { < t, T′> ∈*
T 0×P f ( T ) : t∈ T′, ‖T′‖ = H }

则可证它在 T 0< dom5 = *
T 0上共尾。事实上,若有< ti , T i> ∈5 , i= 1, ⋯, n,任取 T 的一个* 有限子集

T′0= { t′1, ⋯, t′H } ,并用 ti, i= 1,⋯, n 代替相应的 t′i, i= 1,⋯, n. 记 T 0= { t1 ,⋯, tn, t′( n+ 1) ,⋯, t′H } ,则 T 0

仍是* 有限内集,且< ti, T 0> ∈5 , i= 1,⋯, n. 由 k 饱和性及 Card( T 0) < k 可知,存在T′∈P f ( T ) , ‖T′

‖= H ,使得对任意的 t∈T 0, 有 t∈T′. □

设 X 为 8 0上的 S 可积的内过程,则对任意的 G∈*
N∞ ,如定理 1之( 2) ,取

Y =
X [ G]

- ( - X [ G] )

　　
X > 0

X < 0

则

Y = ∑
G

k= - G
ak( t , X) 2

- k
( 18)

且

∑
t∈T

ûX ( t ) - Y ( t) û≈ 0 ( 19)

因此,下面不妨设 S 可积的内过程具有( 18)的形式。

定理18　设内过程X 为 S 可积,则存在* 有限集T 1 ,使得 T 0A T 1A T ,内集 8 1满足: 8 0A 8 1A * 8 0

以及标准过程 x 使得
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∑
t∈T

ûX ( t) - *
x ( t ) û≈ 0, X∈ 8 1 ( 20)

　　证明　不妨设 X 有( 18)的形式, 而且因为 X 为 S 可积,故 X 取有限值, n. s.假定 X 非负,即

X = ∑
G

k= - m

ak õ 2- k

其中 m 为某自然数, ak (·, ·)为定义在 T ×8 0 上的内函数, 取 0 或 1. 考虑* 有限序列( ak (·,

·) )
G
k= - m在 T 0×8 0上限制的外序列 ( ak( õ, õ) )

G
k= - m

并令 x ( t0, 8 0 ) = ∑
∞

k= - m

ak( t 0, 8 0) 2- k

　　它为定义在 T 0×8 0上的标准函数。它的* 标准扩张

* x ( t , X) = ∑
k≤- m或k∈- N

bk( t , X) õ 2- k

记
*

NG= { k∈
*

N: k≤G} ,对于任意的( t 0, X0)∈T 0×8 0,内集

A = { k ∈
*

N G: bk ( t0 , X0) = ak ( t0 , X0 ) }

包含N ,因此存在正无穷大自然数 H t
0
, X

0
,使任意的 k≤H t

0
, X

0
有 k∈A ,记Q= {g∈P1 ( * N×T×* 8 0×*

N) , g 为内函数}

G= {g ∈Q:P ( n, t, X) ∈ dom ( g) , g ( n, t , X) > n,

P k ≤ g( n, t, X) : bk ( t, X) = ak( t , X) }

定义内二元关系:

5 = { < g1 , g2 > ∈G×G: g2为 g1之延拓}

对 n∈N, to∈T 0, X0∈8 0,定义函数

f 0 = < < n, t0 , X0 > , H t
0
, X

0
> ∈G

则G′= { f 0: ( n, t0 , X0 )∈N×T 0×8 0}A G= dom ( 5 ) .易证 5 在G′上共尾, Card(G′) < k ,因而在 k 饱和

模型中,存在 g∈G,使对任意的 f∈G′, < f , g> ∈5 , 于是 dom ( g) = N′×T′×8′B N×T 0×8 0 ,故存在

H ∈* N∞, 使对任意的 t∈T′, X∈8′, k≤g ( H , t , X)时, bk ( t, X) = ak ( t, X) ,记‖T′‖= C′, 取 H′= m in

( log 2E+ H , log 2C) ,则 2H ′≤m in( C, E) .应用命题 17, T 0可以被嵌入到 T′的一个内基数为 2H ′的* 有限集

T 1中, 记　　 T 1 = { t 1, ⋯, t2H′} , 8 1 = 8′
则当 X∈8 1时,

∑
t∈T

1

ûX ( t, X) - *
x ( t, X) û≤∑

t∈T
1

∑
G

k= H + 1
2- k ≤ 2( H′- H ) ≤ E≈ 0

∑
t∈T

1

‖X ( t) - *
x ( t )‖p ≈ 0 ( 19)

对于一般的过程, 分别讨论其正部与负部则得。□
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