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　　摘　要　文献[ 4]讨论了随机环境中的 M/ M / 1 排队模型,本文提出和讨论随机环境中的 M/M y/ 1 排队

模型, 在统计平衡条件下给出了队长和等待队长的平稳分布以及平均队长和平均等待队长,得到了等待时间

和逗留时间分布以及平均等待时间和平均逗留时间。
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Abstract　With r eference [ 4] relating to the queuing model of M / M / 1 in a r andom envir onment, this paper poses

and dea ls w it h the queuing Model o f M / M Y/ 1 in a random envir onment . ln statistical equilibrium, the aut hor obt ains the

equilibr ium distribution of queue leng th and that o f w ait ing queue length , the aver age of queue lengt h and that of w aiting

queue leng th as well as the equilibr ium distr ibution o f w aiting time and t hat of staying time, t he average of wa iting t ime

and t hat of stay ing t ime.
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1　模型的描述

所谓随机环境中的 M /M
Y
/ 1排队系统,是指这样的一个随机服务系统:

设( 8 , F, P )为一概率空间,除去一个 P-0测集外(以后我们假定 P- 0测集己从 8 中删掉) ,P H∈

8 满足:
( 1) 在时刻 S1( X) , S2 ( X) , ⋯,顾客陆续到来, 到达时间间隔 Sm+ 1( H) - Sm( H) (m= 0, 1, 2, ⋯, S0( H)≡

0)是概率空间( 8 ( H) , F
( H) , P

( H) )上相互独立, 服从参数为 Km(H)的负指数分布,即:

P
( H)
( Sm+ 1 - Sm ≤ x ) =

1 - e
- K

m
( H) x
　　若 x ≥ 0

0　　　　 　　 若 x < 0

　　( 2)每次服务是批量服务,服务批量为( 8 ( H) , F ( H) , P ( H) )上的随机变量 Y n( H) ,其分布为:

P
( H) ( Y n(H) = k) = a

( n)
k (H) , k = 1, 2,⋯, n

(假设此时系统中等待服务的顾客数为n) ,同时我们约定 P
( H)
( Y 0(H) = 0) = a

( 0)
0 ( H) = 1。

( 3)每批顾客的服务时间 Tn (H) ( n= 1, 2⋯)是概率空间( 8 ( H) , F ( H) , P ( H) )上的相互独立,服从参数 Ln

(H)的负指数分布,即:

　 　　　　　　　　　　　　　　　　国　防　科　技　大　学　学　报

第 21卷 第 1 期　　JOU RNAL OF NATIONAL UNIVERSITY OF DEFENSE T ECHNOLOGY　Vo l. 21 No . 1 1999

X 1998年 6月 17日收稿
第一作者:唐有荣,男, 1966年生,讲师



P
( H) ( Tn (H) ≤ x ) =

1 - e
- L

n
( H) x
　　　若 x ≥ 0

0　　 　　　　　若 x < 0

　　( 4) {Y n(H) , Sm+ 1 (H) - Sm( H) , Tl ( H) } (m= 0, 1, 2, ⋯; l, n= 1, 2, ⋯)是概率空间( 8 ( H)
, F

( H)
, P

( H)
)上相

互独立的随机变量列。

( 5)服务规则是先到达先服务。

当 H在 8 中变动时, 就构成随机环境中的M /M
Y/ 1排队系统。

定理 1. 1　设 N t 是在时刻 t时的队长,则 N t 是随机环境中的广生灭过程,且其密度矩阵为:

Q (H) =

- K0 K0 0 ⋯ 0 ⋯ 　

L1a( 1)1 - (L1a( 1)1 + K1 ) K1 0 ⋯ 0 ⋯

L2a( 2)2 L2a ( 2)
1 - (∑

2

i= 1

L2a( 2)i + K2) K2 ⋯ 0 ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

Lna
( n)
n Lna

( n)
n- 1 ⋯ - (∑

n

i= 1
Lna

(n )
i + Kn ) Kn⋯　

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
其中: Ki ≡ Ki(H) ( i = 0, 1, 2,⋯) , Ll ≡ Ll (H) , a( l)k ≡ a

(l)
k (H) ( l = 1, 2, ⋯, 1≤ k ≤ l )

是关于 H的随机变量
证明:任意固定 H∈8。
在 N ( t , H) = j 的条件下, N ( t+ $t , H) = j + 1可分解为下列互斥事件之和:

( 1) ( t , t+ $ t)内恰好到达一个顾客, 而正在接受服务的一批顾客还没有结束。
( 2) ( t , t+ $ t)内至少到达二个顾客, 且使 N ( t+ $ t, H) = j+ 1,由负指数分布的性质知

P
( H)
( N ( t + $t , H) = j + 1ûN ( t , H) = j ) = Kj$t + o( $ t) , J = 0, 1, 2,⋯

　　另一面, 在 N ( t, H) = j ( j= 1, 2, ⋯)的条件下, N ( t+ $t , H) = j - k( j - k≥0, k 为正整数)可分解为下

列互斥事件之和:

( 3) ( t, t+ $ t)内没有顾客来, 同时恰好服务完一批顾客且服务完的顾客数为 k;

( 4) ( t, t+ $ t)内到达一个顾客,同时恰好服务完一批顾客且服务完的顾客数为 k+ 1;

( 5) ( t, t+ $ t)内至少到达二个顾客且同时恰好至少服务完一批顾客,且此时队长为 j - k ,由负指数

分布的性质有

P
( H) ( N ( t + $t , H) = j - kûN ( t , H) = j ) =

e
- K

j
$t
Lj$te

- L
j ta

( j )
k + Kj$ te

- K
j
$ t
Lj+ 1$t e

- L
j+ 1

$t
a
( j+ 1)
k+ 1 + o( $ t)

又显然有: P
( H) ( N ( t+ $t , H) = j + lûN ( t, H) = j ) = o( $ t) ( l≥2)

因此,当 $ t` 0时就得到定理 1. 1的密度矩阵 Q ,当 H在 8 中变动时,就得到随机环境中的广生灭过程。

2　统计平衡理论

2. 1　队长、平均队长

定义 2. 1　随机环境中的广生灭过程 N t 称为“正常返”, 如果

P( H: H∈ 8 , N t (H) 在 P
( H) 之下“正常返”) = 1 ( 2. 1)

由文献[ 2]定理 3. 2知,随机环境中的 M /M
Y / 1排队系统存在平稳分布的充分必要条件是

Z
0
0 (H) = ∞, Lk( H) < ∞,P k ∈ E　　( P - a. e) ( 2. 2)

在本文中假设( 2. 2)式总成立。

定理 2. 1　若( 2. 2)式成立,则随机环境中的 M/M
Y
/ 1排队系统队长 N 存在平稳分布{Pdk , k≥0} ,

且

P
d
k = E bk (H)mk+ 1k(H) + ∑

k- 1

i= 0
a
( i)
k (H)mi (H) + 1

- 1
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其中 k≥0, E为概率 P 对应的数学期望,若求和号的下限大于上限则此和约定为 0。

证明:由( 2. 2)式及文献[ 2]之定理 3. 2知,除去一个 P—0测集外,P H∈8 , N t( H)在 P
( H)之下的平

稳分布为

p k( H) = bk(H)mk+ 1k( H) + ∑
k- 1

i= 0
a
( i)
k ( H)mi (H) + 1

- 1

由文献[ 3]知,作乘积概率空间( 8×8 ( H) , F×F
( H) , P

d) ,其中

P
d
( A × B ) =∫A

P
( H)
( B ) P( dH)　　P A ∈ F , B ∈ F

( H)
( 2. 3)

以及队长N t 就是( 8×8 ( H) , F×F
( H) , Pd)上的随机环境中的广生灭过程, 所以

P
d
k≡ lim

t` ∞
P
d( (H, X) : N t(H, X) = k)　其中　H∈ 8 , X∈ 8 ( H)

= lim
t` ∞∫8

P
( H) ( X: N t( H, X) = k ) P( dH) ( 2. 4)

由正常返的定义知,对几乎一切 H∈8 有: l im
t` ∞

P
( H) ( X: N t(H, X) = k ) = p k(H)

注意到 0≤P
( H)
( X: N t(H, X) = k)≤1,由控制收敛定理及( 2. 4)有

P
d
k=∫8

l im
t̀ ∞

P
( H) ( X: N t(H, X) = k) P( dH) =∫8

p k (H) P( d(H) )

E ( p k(H) ) = E bk(H)mk+ 1k( H) + ∑
k- 1

i= 0
a
( i)
k (H)mi(H) + 1

- 1

推论 2. 1　对于随机环境中的 M /M
Y
/ 1系统,若( 2. 2)式成立,则平均队长 N

- = E( N- (H) ) ,其中 N
- ( H)为

固定 H∈8 时的平均队长。

证明: N- = ∑
∞

k= 1
kP
d
k= ∑

∞

k= 1
kE( p k(H) ) = ∑

∞

k= 1
E ( kp k(H) ) ( 2. 5)

再注意,除去一 P-0测集外,PH∈8 ,有∑
∞

k= 1
kp k( H) = N- (H) < ∞,由控制收敛定理得

N- = E (∑
∞

k= 1

kp k (H) ) = E ( N- (H) )

2. 2　等待队长,平均等待队长

定义 2. 2　若( 2. 2)式成立,则随机环境中的 M /MY / 1排队系统的等待队长的平稳分布为:

p
′
k =

∑
∞

i= 0
E( p i(H) a (i)

i (H) )　　　( k = 0)

∑
∞

i= k+ 1
E( p i(H) a( i)i- k (H) )　 　 ( i > k > 0)

( 2. 6)

　　证明:设 N t , N ′
t 分别表示 t时刻的队长和等待队长, YN

t
表示正在服务的顾客数,则有

N
′
t = 0　　若 N t = 0

N
′
t = N t - YN

t
且 N t - y N

t
≥ 0　若 N t ≠ 0

当 k> 0时,由控制收敛定理有: Pd′k = l im
t̀ ∞

P
d( N ′

t = k) = lim
t` ∞

P
d( N t - YN

t
= k )

= lim
t` ∞∫8

P
( H)
( X: N t( H, X) - YN

t (H, X) = k) P ( dH) ( 2. 7)

固定 H∈8 ,由全概率公式有: P ( H) ( X: N t( X) - YN
t
( X) = k)

= ∑
∞

i= k+ 1
P

( H) ( X: N t ( X) = i) P ( H) ( Y i ( X) = i - k) ( i > k > 0) ( 2. 8)

因此由( 2. 7) . ( 2. 8)式得

p
d′
k∫8∑

∞

i= k+ 1

p i (H) a( i)i- k(H) p ( dH) = E( ∑
∞

i= k+ 1

p i (H) a( i)i- k) = ∑
∞

i= 1

E( p i( H) a ( i)
i- k(H) ) ( 2. 9)

同理可证 p
d′
0 = ∑

∞

i= 0
E( p i(H) a (i)

i (H) )。
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推论 2. 2　若( 2. 2)式成立,则随机环境下的 M /M
Y
/ 1排队系统在统计平衡条件下的平均等待队长

N
- ′为: N- ′= E[ E

( H)
( N ) ] - E ( E

( H)
( YN ûN ) ) = E (∑

∞

i= 1
ip i (H) ) - E(∑

∞

i= 1
p i (H)∑

i

k= 1
ka

( i)
k ( H) ) ( 2. 10)

其中、N , YN 分别表示在统计平衡条件下的队长和批服务的顾客数。

证明:固定 H∈8 , 设{ p ′k(H) , k≥0}表示等待队长的平稳分布

N
- ′( H) = ∑

∞

k= 1
kp′k (H) = ∑

∞

k= 1
k∑

∞

i= k+ 1
p i (H) a( i)i- k(H)

= ∑
∞

k= 0

k∑
∞

i= k+ 1

p i (H) a( i)i- k( H) = ∑
∞

i= 1

p i (H)∑
i- 1

k= 0

ka
( i)
i- k(H)

= ∑
∞

i= 1

p i(H)∑
i

k= 1

( i - k) a ( i)
k (H)

= ∑
∞

i= 1
ip i( H)∑

i

k= 1
a
(i)
k (H) - ∑

∞

i= 1
p i(H)∑

i

k= 1
ka

( i)
k (H)

= E
( H) ( N ) - E

( H) ( YNûN )
因此由( 2. 3)式知结论成立。

2. 3　等待时间、逗留时间分布

引理 2. 1　设 YN (H)表示固定 H∈8 时在统计平衡条件下批服务的顾客数,若( 2. 2)式成立,则 YN

(H)为分布为

P
( H) ( YN ( H) = k) = ∑

∞

i= k

p i (H) a( i)k (H)　( k = 1, 2,⋯) ( 2. 11)

　　证明:固定 H∈8 , 由全概率公式得:

P
( H) ( YN (H) = k) = ∑

∞

i= k

P
( H) ( N = i ) P ( H) ( Y i = k) = ∑

∞

i= k

p i(H) a (i)
i (H)

　　引理 2. 2　设 VN (H)表示固定 H∈8 时每批顾客的服务时间, 若( 2. 2)式成立,则 VN 的分布函数和

密度函数分别为: V- N ( t ) ≡P
( H)
( V N < t) = ∑

∞

i= 1
P
( H)
( N = i ) P

( H)
( V i < t)

=
∑
∞

i= 1
p i (H) ( 1 - e

- L
i
( H) t
)　　t≥ 0

0　　　　　　　t < 0

因此V N 的分布密度函数为: VN ( t) =
∑
∞

i= 1

Li( H) p i(H) e- L
i
( H) t
)　　t≥ 0

0　　　　　　t < 0

定理 2. 3　设 W 表示顾客的等待时间,若( 2. 2)成立,则在统计平衡条件下 W 的分布函数 W ( t)和密度

函数w ( t)分别为: W ( t) ≡ P
d(W ≤ t)

=

E ( p 0 (H) )　　当 t = 0

E ( p 0 (H) ) + ∑
∞

k= 1
E [ p k (H)∑

k

l= 1
∑

k
1
+ ⋯ + k

l
≤k

k1+ ⋯+ kl+ 1> k

〔∏
l+ 1

m= 1
(∑

∞

i
m
= k

m

p i
m
(H) a

l
m
km
( H) )〕∫

t

0
V

( l)
N * ( x ) dx ]　　t > 0

( 2. 12)

w ( t ) =

E( p 0(H) )　　当 t = 0

∑
∞

k= 1

E [ p k (H)∑
k

l= 1
∑

k
1
+ ⋯+ k

l
≤k

k
1
+ ⋯+ k

l+ 1
> k

〔∏
l+ 1

m= 1

(∑
∞

i
m
= k

m

p i
m
( H) a l

m
k
m
( H) )〕V ( l) * ( t) ]　　　　　　　 t > 0

( 2. 13)

　　证明:固定 H∈8 ,设一顾客到达时,见到系统中有 k 个顾客,此顾客在服务前总共服务了 l 批
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顾客( l≤k) ,因此这 l批顾客的总服务时间的密度函数为 VN ( t)的 l 重卷积 V
( l) *
N ( t ) ,又设 Y

( l)

N 表示服务

的 l批顾客总数, Y
( l)

N i
表示第 i批服务的顾客数( i= 1, 2,⋯, l+ 1) ,显然若( 2. 2)式成立, Y

( 1)

N i
独立同分布,

因此Y
( 1)
N
i
的联合分布为: P ( H) ( Y

( 1)
N
1
= k 1,⋯, Y

( 1)
N
l+ 1

= kl+ 1 ) = ∏
l+ 1

m= 1

P
( H) ( Y

( 1)
N
m
= km)

由引理 2. 1,有: P
( H)
( Y

( 1)
N
1
= K 1, ⋯, Y

( 1)
N
l+ 1
) = kl+ 1 ) = ∏

l+ 1

m= 1
〔∑
∞

i
m
= k

m

p i
m (H) a

( i)
k
m ( H)〕 ( 2. 14)

又　　　W ( 0) = P
( H) (W = 0) P ( H) ( N = 0) = p 0( H)

　　　　W ( t ) = P
( H)
(W ≤ t) = P

( H)
(W = 0) + P

( H)
( 0 < W ≤ t )

= p 0 (H) + ∑
∞

k= 1
P

( H) ( N = k)∑
k

l= 1
P

( H) ( Y
( l)

N ≤ k, Y
( l+ 1)

N > k)∫
t

0
V

( l) *

N ( x ) dx

= p 0 (H) + ∑
∞

k= 1

p k(H)∑
k

l= 1
∑

k1+ ⋯+ kl≤k

k
1
+ ⋯+ k

l+ 1
> k

P
( H) ( Y

( 1)

N
1
= k 1,⋯, Y

( 1)

N
l+ 1

= kl+ 1)∫
t

0
V

( l) *

N ( x ) dx

注意到( 2. 14)式有:

W ( t) = p 0(H) + ∑
∞

k= 1
p k( H)∑

k

l= 1
∑

k
1
+ ⋯+ k

l
≤k

k
1
+ ⋯+ k

l+ 1
> k

〔∏
l+ 1

m= 1
(∑

∞

i
m
= k

m

p i
m
(H) a

l
m
k
m
(H) )〕∫

t

0
V

(l) *

N ( x ) dt

因此其密度函数 w ( t )为:

w ( t) =

E ( p 0 (H) )　　当 t = 0

∑
∞

k= 1

p k (H)∑
k

l= 1
∑

k
1
+ ⋯+ k

l
≤k

k
1
+ ⋯+ k

l+ 1
> k

〔∏
l+ 1

m= 1

(∑
∞

i
m
= k

m

p i
m
( H) a lm

k
m
(H) )〕V ( l) *

N ( t)　　t > 0

再由( 2. 3)式知, ( 2. 12)、( 2. 13)式成立。
推论 2. 3　设 T 为逗留时间,若( 2. 2)成立,则在统计平衡条件下T 的密度函数为

L( t) =
0　　　　t < 0

E {∫
t

0+
∑
∞

i= 1
p i( H) Li (H) e

- L
i
( H) ( t- x)

{∑
∞

k= 1
p k(H)∑

k

l= 1
∑

k
1
+ ⋯+ k

l
≤k

k
1
+ ⋯+ k

l+ 1
> k

[∑
l+ 1

m= 1

(∑
∞

i
m
= k

m

p i
m
(H) a

( l
m
)

km
(H)〕V

( l) *

N ( x ) dx } + p 0 (H)∑
∞

k= 1

p i( H) Li (H) e
- L

i
( H) t
　t≥ 0

　　证明:设等待时间为 W ,批服务时间 N N , 则有 T = W + V N 因 W 与 VN 相互独立, 因此若( 2. 2)式成

立,则 T 的密度函数是 W 与 V N 的密度函数的卷积,注意到( 2. 3)式 . ( 2. 12)式即得证。

2. 4　平均等待时间,平均逗留时间

定理 2. 4　若( 2. 2)式和式∑
∞

k= 0
Kkp k < ∞　　P—a õe ( 2. 15)

成立,则在统计平衡条件下 M /MY / 1排队系统中顾客的平均等待时间 W
- 和平均逗留时间 T

- 分别为

W- = E ∑
∞

i= 1

ip i (H) - ∑
∞

i= 1

p i(H)∑
i

k= 1

ka
( i)
k (H) /∑

∞

i= 0

Kip i(H)

T
- = E ∑

∞

i= 1
ip i (H) /∑

∞

i= 0
Kip i( H)

　　证明: 固定 H∈8 ,M /M
Y/ 1排队系统在统计平衡条件下顾客的平均等待时间和平均逗留时间分别

用 W
- (H)、T- 表示,又平均输入率,平均队长,平均等待队长分别为

K-( H) = ∑
∞

i= 0

Kip i( H)　　N
- (H) = ∑

∞

i= 1

ip i(H)

N
- ′(H) = ∑

∞

i= 1
ip i(H) - ∑

∞

i= 1
p i( H)∑

i

k= 1
ka

( i)
k (H)

由 lit tle公式和( 2. 3)式即得证。
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