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　　摘　要　随着序列情形费用型投资模型和折扣投资模型的解决, 本文对其进行连续推广, 并给出一个明

确的停止规则。
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Abstract　Wit h ser ial inv estment m odels so luted[ 1-2] , the essay deals w ith their applied form-the continuous fo rm ,

and g iv es its explicit optimal stopping rule.
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设( 8 ,F , P)为概率空间, Z1 , Z2, ⋯, E1 , E2 ,⋯是独立的随机变量列,诸 Z i 服从相同的分布,分布函

数为G ( x )。诸 Ei 服从一个贝努里分布:

P ( Ei = 1) = p = 1 - P ( Ei = 0) , 0 < p < 1

令

T 0≡ z ( z 为常数)

T n = En( T n- 1 + Zn) ( n ≥ 1)

X n = AnT n( 0 < A< 1)

F 0 = ( 8 , <) .F n = R( Z1, E1, Z2 ,⋯, Zn , En) õ ( n≥ 1)

F ∞ = ∨
n≥0
F n

　　设{N ( t) }为参数为 Kt的 Possion 过程,有

X t = e
- At
T N ( t) - ct

其中 A> 0, c > 0; N ( t ) 和{En}∞n= 0, {Zm}∞n= 1独立。

令F t= R( T N ( u) , N ( u) , 0≤u≤t ) ,F = R( U
t≥0
F t) , 我们来求( X t,F t, t≥0)的最优停止问题。

此问题的序列情形的费用型和折扣型分别为X n= T n- nc和X n= AnT n ( 0< A< 1) ,分别为文[ 6-7]所

解决。现在的 X t 是把X n得到的, 因而 TN ( t)可解释为到时间 t为止投资者所得到的“资金”。e
- At

, ct分别

表示折扣和费用。求( X t,F t , t> 0)的最优停止问题,相当于投资者选取适当的策略,使其所得的报酬在

概率平均意义下最大。

1　Xt 性质的研究

引理 1　( T n ,F n, n≥0)是一维空间( R , B)中的齐次马氏链,其转移函数是:
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P( x , B) = p∫
∞

- ∞
I B ( x + u) dG( x ) + ( 1 - p ) I B ( 0) ( 3. 1)

证明:设 f 为 Borel函数,由 R( En+ 1 , Zn+ 1 )和F n独立(用EX 表示随机变量的数学期望,下同) ,

E[ f ( T n+ 1 ) ûF ]

= E[ f ( En+ 1( T n + Zn+ 1) ) ûF n]

= E[ f ( En+ 1( x + Zn+ 1) ) ] ûx = Tn

= E[ I ( E
n+ 1

= 1 ) f ( x + Zn+ 1) ] ûx= T
n
+ E [ I ( E

n+ 1
= 0) f ( 0) ]

= p∫
∞

- ∞
f ( T n + u) dG ( x ) + ( 1 - p ) f ( 0)

从而

E[ f ( T n+ 1 ) ûF nûR( T n) ]

= E[ f ( T n+ 1 ) ûT n) ]

= p∫
∞

- ∞
f ( T n+ 1 ) dG( x ) + ( 1 - p ) f ( 0)

　　引理 2　( T N ( t) ,F t, t≥0)为右连续的马氏过程,从而( X t ,F t, t≥0)亦然。

证明:P D> 0

P ( ûT N ( t+ E) - TN ( t) û> D)
≤ P( ûN ( t + E) - N ( t ) û≥ 1)

= KE+ o( E) → 0( E→ 0)

于是右连续得证。任取 Borel可测函数 f ,Ps> t> tn> tn- 1> ,⋯, > t 1·n∈N . 令

B = [ ( N ( t ) , T N ( t) ) = ( i , x ) ]

B k = ( N ( t k, T N ( T
k
) ) = ( i k, x k) k = 1, ⋯, n

Ef ( TN ( s) ) û( N ( t) , TN ( t) ) = ( i, x ) ( N ( tn ) , T N ( t
n
) ) = ( i, x n) , ⋯, ( N ( t1) , TN ( t

1
) ) = ( i1 , x 1)

= E[ f ( T N ( s) - N ( t) + i) ûB , Bk , 1≤ k ≤ n]

= E[ f ( TN (s ) - N (t) + iûT i = x , T i
n
= x n ,⋯, T i

1
= x 1 ]

= E[ f ( T N ( s) - N ( t) + i) ûT i = x ]

= E[ f ( T N ( s) ) û( N ( t ) , T N ( t) ) = ( i , x ) ]

最后一步要用到 N ( t )的独立增量性及 T n为马氏链(引理 1)以及 N ( t )和 T n独立。因而马氏性得证。

引理 3　E sup
t
e
- At
TN ( t) < ∞.

说明:这个条件是 Dynkin公式成立的条件。下面求最优停时要用到Dynkin 公式,因此这个条件必

须验证。

令 Sn= inf { t : N ( t) = n} ,则 Sn服从 # ( K, n)分布(见[ 5] )。

证明:显然,只需证明

E sup
t
e
- At
∑
N ( t)

i= 1

Z i < + ∞

不妨设 P ( T 0= 0) = 1

E sup
t
e
- At
∑
N ( t)

i= 1

Z i

=∫
∞

0
P ( sup

t
e
- At
∑
N ( t)

i= 1

Z i > x ) dx =∫
∞

0
P (v t > 0,∑

N ( t)

i= 1

Z i > x e
At
) dx

≤∫
∞

0
∑
∞

n= 1
P(∑

n

i= 1
Z i > x e

AS
n ) dx ≤∑

∞

n= 1∫
∞

0
nP ( Z1 >

x e
AS
n

n
) dx

= ∑
∞

n= 1
∫
∞

0∫
∞

0
nP ( Z1 > x e

At

n
) Kntn- 1

( n - 1) !
e
- Kt

dtdx
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= ∑
∞

n= 1∫
∞

0
nE( ne

- At
Z1 )

Kntn- 1

( n - 1) ! e
- Kt
dt

= ∑
∞

n= 1
n
2
(

K
K+ A)

n
EZ1 < ∞

从而引理得证。

2　问题的解法

令 X t= g( t , N ( t , ) , T N ( t) )。

定义A g ( t , i, x ) = lim
E↓0

E- 1{E( X t+ Eû( N ( t) , TN ( t) ) ) = ( i, x ) ) - e
- At
x - ct }

上面的算子 A 一般称为弱无穷小算子, 所以称其为弱无穷小算子,是因为其为点点收敛(即在( t, i , x )处

收敛)。与弱无穷小算子对应的是无穷小算子。(详细可参看文[ 2] )

A 0 = {N ( t + E) - N ( t ) = 0}

A 1 = {N ( t + E) - N ( t ) = 1}

C = { ( N ( t ) , T N ( t) ) = ( i , . x ) }

则

E( X t+ Eû( N ( t ) , T N ( t) ) = ( i , x ) )

E( X t+ E, A 0ûC) + E( X t+ E, A 1ûC) + o( E) ( 5. 1)

利用引理 1可知

A g ( t, i , x ) = e
- AtK( pEZ1 - ( 1 - p ) x ) - c

由于X t 满足引理 1,我们可应用 Dynkin公式见[ 4] pp 774～776) . 即 PT 为有限停时,

EX T = X 0 + E∫
T

0
A yX tdt

= E∫
T

0
{ [ e

- AtK( pEZ1 - ( 1 - p ) T N ( t) ) ] - c} dt

上式积分号里的函数关于 x 递减,关于 t递减, 当 pEZ1- ( 1- p ) x≥0时。

显然,最优停时规则为:

R= ( inf { t: e
- AtK( p EZ1- ( 1- p ) T N ( t) ) - c≤0且 p EZ1- ( 1- p ) T N ( t)> 0或 pEZ1- ( 1- P ) T N (t)≤0}

如果把 c( t ) 换成∫
t

0
c( s) dt, 并且 c( t ) 关于 t递增,则只需将上式中的 c换成 c( t) 即可。

说明:上式的停止规则是明确的,可以用图示法表示。

上面还须证明 R为有限停时,即 P ( R< ∞) = 1。

R1 = inf { t: p EZ1 - ( 1 - p ) TN ( t) ≤ 0}

　　R2= inf{ t : e
- AtK( p EZ1- ( 1- p ) T N ( t) ) - c≤0且 p EZ1- ( 1- p ) TN ( t) > 0}

PX∈ [ R1 = ∞]

- c≤ lim
t→∞

e
- AtK( pEZ1 - ( 1 - p ) T N ( t) ) - c

≤ lim
t→∞

e
- AtKpEZ1 - c

= - c < 0

因而

R2( X) < ∞, X∈ [ R1 = + ∞]

又(利用 inf( A∪B) = infA∧infB )

R = R1∧ R2
可知

P ( R < ∞) = 1
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