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　　摘　要　本文讨论单输入单输出线性时变系统的逆系统问题, 给出了可逆性的充要条件和两种降阶逆

系统的计算方法, 并用例子说明了这些方法。
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Abstract　This paper discusses the invertibility of Sing le-input single-output linear t imeva ry ing sy stems. A neces-

sa ry and sufficient condition for inver tibilit y is der iv ed. A new algo rithm fo r constr ucting the reduced inver se systems is

presented. This algo r ithm is considerably mo re efficient and simpler t han prer ious methods. Finally , an example is given

to illustra te the effectiv eness of t he pr oposed alg or ithm.
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设有单输入单输出线性时变系统

x
õ
( t) = A ( t ) x ( t ) + b( t ) u( t ) ( 1a)

y ( t) = c ( t) x ( t) ( 1b)

其中 x ( t)为n 维列向量, A ( t) , b( t ) , c( t )在区间[ t0, + ∞)上 n阶可导。

关于线性系统的逆系统的概念可见文[ 1] ,文[ 1]讨论了当( 1)是时不变系统时,可逆性的判断准则

及降阶逆系统的求解方法。对于时变系统, 一个明显的困难是系统的可逆性及逆系统的阶数都可能随时

间而变化。为了克服这一困难, 我们将对系统附加一定条件。

设 S0 ( t) = c( t ) , S i+ 1( t ) = S i( t ) A ( t) + S
·

i( t ) ( i= 0, 1, 2, ⋯)。称区间 J 为系统( 1)的正则区间,若对

每个 0≤i≤n, S i( t ) b( t )在 J 上要么恒为零, 要么恒不为零。以下总假定[ t0, + ∞)为系统( 1)的正则区

间。

如果存在 1≤A≤n,使得在[ t0 , + ∞)上 S i ( t ) b( t ) = 0 ( i= 0, 1, ⋯, A- 2)而 S A- 1 ( t ) b( t )≠0,记 SA- 1

( t ) b( t ) = q
- 1

( t ) ,则由( 1)得 y
(i)
( t) = S i ( t) x ( t) ( 0≤i≤A- 1) ,且

y
( A)

( t ) = SA( t ) x ( t ) + q
- 1

( t) u( t ) ( 2)

由( 2)解出 u并代入( 1a) ,有

x
õ
= [ A ( t) - q( t ) b( t ) SA( t) ] x ( t) + q( t ) b( t) y ( A) ( t ) ( 3a)

u( t ) = - q( t) SA( t ) x ( t ) + q( t ) y
( A)

( t ) ( 3b)

系统( 3)便是系统( 1)的逆系统。

1　可逆性的充要条件

引理 1　设 T ( t )为[ t0 , + ∞)上可导的非奇异矩阵,系统( 1)在变换 x
-

= T x 下变为等价系统( A
-

, b
-

,
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c
-

, 0) ,记

S
-

0 ( t) = c
-

( t ) , S
-

i+ 1 ( t) = S
-

i ( t) A
-

( t ) + S
H

i( t ) , i = 0, 1, 2, ⋯ ( 4)

则 S
-

i ( t) = S i ( t) T
- 1

( t) , S
-

i( t ) b
-

( t ) = S i( t) b( t ) .

引理 2
[ 2]　设 A( 0< A≤n)是使 SA- 1 ( t) b( t)≠0( t≥t0 )的第一个正整数,则在[ t0 , + ∞)上矩阵 Q

′
A( t )

= ( S′0( t ) ,⋯, S
′
A- 1( t ) )′的秩恒为 A,其中上标“′”表示转置。

定理 1　设对某个 k( 1≤k≤n) ,矩阵 Q
′
k ( t)在区间 J 上的秩为常数 r ( 1≤r≤k) , 则在 J 的某子区间

$ 内 Q
′
r ( t)的秩恒为 r .

证明　设 X ( t )是 x
a( t ) = A ( t) x ( t)的基本解矩阵,以系统( 1)作变换 x

-( t) = X
- 1

( t ) x ( t) ,由引理 1,

对变换后的系统有

S
-

0 ( t) = c ( t) X ( t) , S-i+ 1( t ) = S
H

i( t ) , i = 0, 1, 2⋯ ( 5)

且两组向量 S
-

i( t )、S i( t)组成的相应矩阵 Q
- ′

k ( t )与 Q
′
k( t )具有相同的秩, 故只需证明 Q

- ′
r ( t ) = ( S

- ′
0 ( t ) ,⋯,

S
- ′

r - 1( t ) )′在某子区间 $ 内的秩为 r .

若 r= k,则结论显然成立。以下设 r< k.

任取 t 1∈J ,因秩 Q
′
k ( t1 ) = r ,由连续性知 Q

′
k ( t)中必有某固定的 r 行,由这 r 行构成的某 r 阶子式在

t1 的某领域 J 1 内恒不为零, Q′k( t )的任意 r+ 1阶子式在 J 1内恒为零。设这 r 行为 E 0= {S
-

i
1
( t ) , S

-

i
2
( t ) ,

⋯, S
-

i
r
( t) } ( 0≤i1< i2< ⋯< i r≤k- 1)。

若 S
-

0 ( t)∈
-

E0 ,则有 r 个在 J 1内可导的函数 Ko
j ( t) ( j = 1, 2, ⋯, r ) ,使得

S-0 ( t) = K0
1( t ) S

-
i
1
( t) + K02 ( t) S-i

2
( t ) + ⋯ + K0r ( t) S

-
i
r
( t) , t∈ J 1 ( 6)

且 K0
j ( t) ( 1≤j≤r )在 J 1上不能全部恒等于零,否则, S-0 ( t ) = 0( t∈J 1) , 由( 5)知 S

-

1( t ) = S
H

0( t) = 0 ( t∈

J 1 ) ,依此递推知在 J 1内 S
-

i ( t) = 0 ( i= 0, 1, ⋯)。这与定理所给条件矛盾。设 t2∈J 1 ,使 K0i ( t2 )不全为零,

记 j 0= max{ 1≤j≤rûK0j ( t2 )≠0}。由连续性, 存在 t2 的一个邻域 J 2< J 1, 使 K0j 0( t )≠0 ( t∈J 2 )。于是, 由

( 6)式知在 J 2内S
-

i
j 0
( t )可由 E0 \ {S-i

j 0
( t ) }表出。取 E1= [ E 0\ {S-i

j 0
( t ) } ]∪{S-0 ( t ) } ,则可知 E1在 J 2内与E 0

在 J 1内具有同样的性质。

若 S
-

0 ( t)∈E0 ,则直接记 E1= E0 , J 2= J 1。

一般地, 设已得到 E l= {S-0 , S- 1,⋯, S-l- 1 , S-m
1
, ⋯, S

-
m

r- l
}和 J l+ 1, 且 l< r。若 S

-
l ( t )∈

-

E l, 则存在 r 个在

J l+ 1内可导的函数 Ll
0 ( t) , ⋯, Ll

l- 1 ( t) , Kl1 ( t) , ⋯, Kl
r- l ( t) ,使

S
-

l( t ) = ∑
l- 1

i= 0

Ll
i ( t) S-i( t ) + ∑

r - l

j= 1

Kl
j ( t) S-m

j
( t ) , t∈ J l+ 1 < J

若 Klj ( t) ( 1≤j≤r- l )在 J l+ 1上恒为 0,则 S-l ( t) = ∑
l- 1

i= 0
Ll

i( t ) S-i( t ) ( t∈J l+ 1 ) ,由( 5)式知, 在 J l+ 1内, S-i( t ) ( i≥

l )均可由 S
-

0( t) , S
-

1( t ) ,⋯, S
-

i- 1 ( t)表出, 此与 l< r 相矛盾。若Kl
j ( t)至少有一个在 J l+ 1内不恒为零,则必存

在 tl+ 2∈J l+ 1 ,可取到 j l= max { 1≤j≤rûKl
j ( tl+ 2 )≠0}。类似于前面的过程得到 E l+ 1= [ E l\ {S

-

m
j l
( t ) } ] U{S

-

l

( t ) }和区间 J l+ 2< J l+ 1。

如此下去,最多经 r 步后, 必得到区间 $< J ,使矩阵 Q
′
r ( t)在 $ 上秩为常数 r。 (证毕)

利用定理 1的结果,可以证明下面的重要定理。

定理 2　系统( 1)可逆的充要条件是:存在正整数 A( 0< A≤n) ,使得 sA- 1( t ) b( t)≠0( t≥t0 )。

证明　充分性已由本文开头的讨论而知,且逆系统就是( 3)。以下证必要性,只要证明:若对任意 0

≤i≤n, S i ( t) b( t ) = 0 ( t≥t0 ) ,则系统( 1)不可逆。

假设 S i ( t ) b( t) = 0 ( 0≤i≤n, t≥t0) ,则 Q
′
n( t ) b( t ) = 0( t≥t0 )。若存在一个区间 J< [ t 0, + ∞) ,使 b

( t ) = 0( t∈J ) ,则显然在 J 上系统( 1)的输出 y ( t)与输入 u( t )无关,因而不可逆。

若存在 t1∈[ t 0, + ∞) ,使 b( t 1)≠0,由 Q
′
n ( t1 ) b( t1) = 0知 Q

′
n ( t1)的秩小于 n,设秩Q

′
n( t 1) = r1 . 由连续

性知存在 t1的邻域 J 1,使得秩 Q
′
n ( t)≥r1 ( t∈J 1 )。若秩Q

′
n ( t) = r 1( t∈J 1 ) ,则记 $= J 1, 否则必存在 t2∈
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J 1 ,使得秩 Q
′
n ( t2 ) = r 2> r1。同样,由连续性知存在 t2 的邻域 J 2< J 1, 使得秩Q

′
n( t )≥r2 ( t∈J 2 )。若秩 Q

′
n

( t ) = r2 ( t∈J 2 ) ,则记 $= J 2 ,否则重复上述步骤。由此可知, 必可得到一个区间 $ 和常数 r, 使得秩 Q
′
n

( t ) = r ( t∈$ ) ,从而由定理 1可设秩 Q
′
r ( t ) = r ( t∈$ )。

因为在 $ 内 Q
′
r ( t)为 r×n 阶行满秩矩阵, 则存在 n×( n- r )列满秩矩阵 T 2 ( t) ,使得 Q

′
r ( t ) T 2( t ) = 0

( t∈$ )。又因为 T 2 ( t)为n×( n- r )列满秩矩阵,则存在( n- r )×n行满秩矩阵 K ( t ) ,使得 K ( t ) T 2 ( t) =

I n- r ( t∈$) ,且存在 n×r 列满秩矩阵 T 1( t) , 使 K ( t ) T 1( t) = 0( t∈$ )。这里 I k 指 k 阶单位矩阵。由于

Q
′
r ( t ) T 1( t )的秩为 r ,则存在可逆矩阵 P( t )和 R ( t) , 使P ( t ) Q′r ( t ) T 1( t ) R( t ) = I r ( t∈$ )。记

T ( t ) = ( T 1( t ) R( t ) T 2 ( t) ) , F ( t) =
P ( t ) Q

′
r ( t )

K ( t)

则 F( t) T ( t) = I n( t∈$ ) , 即 F( t ) = T
- 1

( t ) ( t∈$ )。

在区间 $ 上,对系统( 1)作等价变换 x
-

( t ) = T
- 1 ( t) x ( t) , 得

x
H

( t) = A
- ( t) x

-

( t ) + b
-

( t ) u( t) ( 7a)

y ( t ) = c
-

( t ) x
-

( t) ( 7b)

其中

A
-
= T

- 1
A T + Ta- 1

T ≡
A
-

11　A
-

12

A
-

21　A
-

22

( 8)

b
-
= T

- 1
b = ( 0 ( K b)′) ′ , c

-
= cT = ( cT 1R 0)

因为Q
′
rA + Q

·′
r= ( S′1, S′2,⋯, S′r )′, S iT 2= 0( t∈$, 0≤i≤r- 1) , 而在 $ 内 S r可由S 0, ⋯, S r- 1线性表出, 故

S rT 2= 0,于是

A
-

12 = P ( Q′rA + Q
õ′

r ) T 2 = 0

若记 x
-

= ( X
- ′

1, X
- ′

2)′, X
-

1为 r 维列向量,则由( 7)有

X
H

1 = A
-

11X
-

1 , y = c
-

1 , X
-

1

即在区间 $ 内输出 y ( t)与输入u( t )无关,因而系统( 1)是不可逆的。 (证毕)

2　降阶逆系统

当系统( 1)满足定理 2中的可逆性条件时, 由引理 2知秩 Q
′
A( t ) = A,按文[ 2]的方法任取 n×( n- A)

阶连续可微矩阵 U 1( t ) ,使 U′( t) = ( QA( t) U 1( t )在[ t0 , + ∞)上非奇异,作变换 x
-
( t) = U ( t ) x ( t) , 得( 1)

的等价系统( A
-

, b
-

, c
-

, 0) , A
-

仍按( 8)分块, 只是 A
-

11为 A阶方阵, 则有( A
-

11, A
-

12) = ( S
′
1 ( t) ,⋯, S

′
A( t ) )′U

- 1

( t )。记 S
-

A( t) = SA( t) U
- 1

( t) = ( a0 ( t) ,⋯, an- 1( t ) ) ,则

A
-

11( t ) =
0 I A- 1

a0 ( t) a1 ( t) , ⋯, aA- 1( t )
, A

-
12 =

0

aA( t) , ⋯, an- 1( t )

b
-

( t ) = Ub = ( 0, ⋯, 0, q
- 1 ( t) b′U 1)′, c

-

= cU
- 1

= ( 1, 0,⋯, 0)

代入( 3) ,得( 1)的 n- A阶逆系统
z
õ
( t) = A

～
( t) z ( t) + B

～
( t ) Y

-
( t) ( 9a)

u( t ) = c
～
( t ) z ( t ) + d

～
( t) Y

-
( t) ( 9b)

其中

A
～
= A

-

22 - q( t) U′1bA2, B
～
= ( A

-
21 - q( t ) U′1bA1 q( t ) U′1b)

c
～

= - q( t )A2, d
～

= - q( t ) (A1 - 1)

A1( t ) = ( a0 ( t) , ⋯, aA- 1 ( t) ) , A2( t ) = ( a2 ( t) ,⋯, an- 1( t ) )

Y
-

( t ) = ( y ( t) , y ( 1) ( t) ,⋯, y ( A) ( t ) )′

　　定理 3　设系统( 1)满足定理 2的可逆性条件,在区间 J 上满足秩 Q′n ( t) = 秩 Q
′
n
1
( t) = n1 (常数) , 则

系统( 1)在 J 上存在 n1- A阶逆系统:
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z
õ
( t) = A

≈

( t) z ( t) + B
≈

( t ) Y
-

( t) ( 10a)

u( t ) = c
≈
( t ) z ( t ) + d

≈
( t) Y

-
( t) ( 10b)

其中

A
≈
= H 2 - qM′b( 1, 0,⋯, 0) , B

≈
= ( H 1, qM′b)

c
≈

= ( - q, 0,⋯, 0) ( n1 - A维) , d
≈

= ( 0,⋯, 0, q ) (A+ 1维)

H 1 =
0

a0( t ) , ⋯, aA- 1( t) ( n
1
- A)×A

, H 2 =
0 I n

1
- A- 1

aA( t) aA+ 1( t ) , ⋯, an
1
- 1 ( t)

M ( t) = ( S
′
A( t) ,⋯, S

′
n
1
- 1( t ) )

　　证明　在定理 3的条件下, 逆系统( 10)的推导类似于时不变系统的情形 [ 1] ,这里从略。

系统( 10)中的 a0( t ) ,⋯, an
1
- 1 ( t)是 J 上的可微函数,由下述方程确定

Sn
1
( t ) = a0 ( t) S 0( t ) + a1( t ) S1 ( t ) + ⋯ + an

1
- 1( t ) Sn

1
- 1 ( t)

3　举例

例　在系统( 1)中取

A ( t) =

t 1 0

0 t 0

0 0 - t
2

, b( t) =

t

1

0

, c( t ) = ( 0, t , t2 )

求其逆系统。

此例n= 3,由( 4)式求得 S 0( t ) = ( 0, t, t
2
) , S 1 ( t) = ( 0, 1+ t

2
, 2t- t

4
) , S 2 ( t) = ( 0, 3t+ t

3
, 2- 6t

3
+ t

6
)。

对于取定的 t0> 0, [ t0 , + ∞)为该系统的正则区间, 且 q
- 1( t ) = S 0( t ) b( t) = t≠0,故 A= 1。

先按( 9)求 n- A= 2阶逆系统。取

U
′
1 =

1 0 0

0 1 0
, U ( t ) =

S0 ( t)

U
′
1

则

( a0 ( t) , a1 ( t) , a2( t ) ) = S1 ( t) U
- 1

( t) = (
2
t

- t
2
, 0, t

3
+ t

2
- 1)

A
-

21 A
-

22 =
0 t 1

0 0 t

U
′
1b =

0, t
4
+ t

3
- t

0, t
3
+ t

2
- 1

代入( 9) ,得系统的 2阶逆系统:

z
õ
( t ) =

t, 2 - t
2
- t

3
)

0,
1
t

- t
2

z ( t ) +

t
2 -

2
t
, 1

t -
2
t
2 ,

1
t

Y ( t )

u( t) = ( 0,
1
t

- t - t
2
) z ( t ) + ( t -

2
t
2 ,

1
t
) Y ( t )

　　下面再按定理 3来寻求更低阶的逆系统。记 t
3
+ t

2
- 1= 0的唯一正实根为 t 1(≈0. 755)。当 0< t0<

t1 时, 易知 Q
′
2 ( t)在[ t0, t1 )、( t1, + ∞)内的秩恒为常数 n1= 2,而 Q

′
3 ( t)的秩为零。由定理 3,在[ t0 , t 1)和

( t 1, + ∞)内求得 n1- A= 1阶逆系统

z
õ
( t ) = a1 ( t) -

1 + t
2

t
z ( t) + a0( t ) ,

1 + t
2

t
Y ( t )

u( t) = -
1
t

z ( t ) + ( 0,
1
t
) Y ( t )
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其中

a0( t ) = - 2 - t + 4t
2
+ 6t

3
+ 3t

4
+ 4t

5
- t

7
- t

8

t
2
( 1 - t

2
- t

3
)

a1( t ) = 2 - 3t
2
- 6t

3
- t

4
+ t

6

t( 1 - t
2 - t

3)

4　结束语

本文的主要结果是证明了线性时变系统可逆性的充要条件; 将线性时不变系统的求 n1- A阶逆系
统的方法

[ 1]
推广到线性时变系统。

定理 1与定理 2构成对可逆性充要条件的证明。在本文开头的假设条件下,使得本文所讨论的线性

时变系统的可逆性是区间上的整体性质。在可逆性必要条件的证明中, 就是证明了若条件不满足,则系

统是局部不可逆的,从而是不可逆的。这种处理方法可尝试用于非线性系统可逆性的讨论
[ 3]
。局部可逆

性和局部相关阶( A)的有关问题仍有待于进一步讨论。
逆系统理论与方法不仅是研究系统解耦、模型匹配及非线性系统反馈线性化 [ 4]等问题的重要手段,

而且在样条函数方法与最优控制理论相结合的研究中也起着重要的作用 [ 5]。
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