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　　摘　要　利用积分变换方法, 将含 Gr iffit h 裂纹的无限长板条问题转化为 Laplace变换域中一 Cauchy 型

奇异积分方程。通过求解奇异积分方程和对裂纹尖端场的渐近分析, 获得了 Laplace变换域中的动态应力强

度因子。
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Abstract　By using the integr al tr ansform met hod, t he problem of an inf initely long elast ic str ip with a G riffith

crack is conver ted int o a Cauchy-t ype singular integr al equat ion in Laplace tr ansform doma in. By so lv ing the singular in-

tegr al quation and analyzing t he asympto tic behavio r o f t he cra ck tip field, t he dynamic str ess intensity facto r in Laplace

tr ansfo rm dom ain is go tten.
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工程实际中存在着大量的动态断裂问题, 因此对其的研究已成为不可避免的事实。动态断裂分析

中, 由于要考虑应力波与裂纹尖端的相互作用, 因此, 所得动态应力强度因子的变化将是非常复杂的,

这样, 使得其和静态断裂分析有本质的不同。

动态断裂分析常采用数值和解析分析两类主要方法。数值方法主要包括有限元法、有限差分法和

边界数值方法。解析方法主要是积分方程方法, 包括 Copson- Sih 方法、COD方法和奇异积分方程

( SIE) 方法三种基本方法。

Griff ith 裂纹是形式最简单的裂纹, Chen
[ 1]最早利用有限差分方法计算了在阶跃载荷作用下, 有限

尺寸板中 Griff ith 裂纹尖端的动态应力强度因子; Aberson [ 2]利用有限元法求解了 Chen [ 1]的问题, 并得

出了一致的结论; 李玉龙
[ 3]
通过在裂尖采用畸变奇异等参元的有限元法, 对 Chen

[ 1]
的问题进行了进一

步的计算和讨论, 得出了一些更加有益的结论。对无限平板中的 Grif fith 裂纹, 利用解析方法处理最为

方便, Sih[ 4]利用 Copson- Sih 方法求解了该问题在阶跃载荷作用下的动态应力强度因子, 由于该问题

中没有应力波的反射, 因此, 导致Sih
[ 4]
得出的结果与Chen

[ 1]
的结果相差甚远。由于数学上的困难, 用

解析方法求解 Chen
[ 1]
的问题目前尚不可能, 但对于无限长板条中的Grif fith裂纹, 利用解析方法是可

以达到求解目的的。由于板条在一个方向上的尺寸是有限的, 因此能体现应力波的反射及其与裂纹尖

端的相互作用, 所以, 对该问题的求解具有理论价值和实用价值。范天佑[ 5]利用 Copson- Sih 方法, 计

算了在阶跃载荷作用下, 无限长板条中一平行于板长方向的 Gr if f ith 裂纹的动态应力强度因子。但遗憾

的是, 文 [ 5] 中给出的结果未能全面体现应力波的反射及其与裂纹尖端的相互作用, 因而也没对结果
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作进一步的分析。

本文利用奇异积分方程方法, 对上述板条 Griff ith 裂纹问题作进一步的分析和计算, 得到了

Laplace变换域中的应力强度因子。

1　奇异积分方程的推导

1. 1　基本控制方程

平面动态问题的基本控制方程为
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1
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5t 2 ( 1)

其中, U和 W为 Lam e势函数。c1和 c2分别为 P 波和 S 波波速, 且 c
2
1 = (K+ 2L) / Q、c2

2 = L/ Q,Q为材料
密度。K为Lame 常数、L为剪切弹性模量, 且 K= ME / ( 1 + M) ( 1 - M) (平面应力) , L = E / 2( 1 + M) ,M、
E 分别为材料的泊松比和弹性模量。

图 1　无限长板条中的 Grif f ith裂纹

Fig. 1　A Grif f ith crack in an inf inite s tr ip

1. 2　边界条件

如图 ( 1) 所示, 无限长板条中有一平行于板长方向的 Gr if f ith

裂纹, 裂纹处于对称位置, 裂纹长为2c 0,板宽为 2h。裂纹面上均匀作

用一阶跃载荷 - R0H ( t)。则在时间 t > 0时,有如下边界条件

a、ûxû→∞时, U和 W为有界函数;

b、应力边界条件

Rxy ( x , 0, t) = 0

Rxy ( x , ± h, t) = 0

Ryy ( x , ± h, t) = 0

( 2)

　　c、混合边界条件

Ry y( x , 0, t ) = - R0H ( t)　ûxû< c0

v ( x , 0, t) = 0　ûxû> c0 ( 3)

　　这是一个混合边值问题, 即在上述边界条件下求方程 ( 1) 的解。根据 Buckner 等效原则, 所得的

解既适用于裂纹面上受突加载荷的问题, 又适用于上述板条自由表面上受突加载荷的问题, 同时还适

用于两自由面均匀受拉而板条中突然出现一个裂纹的问题。

1. 3　奇异积分方程的推导

对基本控制方程 ( 1) 作关于时间变量 t 的Laplace变换并考虑零初始条件, 得

¨2U*
= A2

1U*

¨2W* = A2
2W*

( 4)

式中, “* ”代表 Laplace变换, Ai = p / ci ( i = 1, 2) , p 为 Laplace变换参数。

对 ( 4) 式作关于变量 x 的 Fourier 变换, 并定义位错密度函数 L* ( x , p ) = 5v * ( x , 0+ , p ) / 5x , 通

过代入 Lapalce变换后的边界条件, 即可得出一无量纲形式的 Cauchy 型奇异积分方程。

L
PA-2

2∫
1

- 1
2(A-2

2 - A-2
1)

1
u- - x- + k 1( u-, x-, p )

+ k2 ( u-, x-, p ) + 2 k3 ( u-, x- , p ) + k4 ( u-, x-, p ) L* ( u-, p ) du- = -
R0

p
( 5)

式中
x
- = x / c0、u- = u/ c0、h- = h/ c0、v * ( x-, p ) = v

* ( x , p ) / c 0

s-= sc0、A-1 = A1c0、A-2 = A2c0

C-1 = C1c0、C-2 = C2c0、L* ( u-, p ) = L* ( u, p )
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C2
i = s

2 + A2
i ( i = 1, 2) , s为 Fourier 变换参数。

奇异积分方程 ( 5) 描述了所讨论的板条 Grif fith裂纹问题, 具有明确的物理意义: 积分核的奇异

部分 (第一项) 表示了裂纹尖端的奇异特性, 与静态问题相同。积分核的非奇异部分则反映了波动的

影响, 其中, 第四、五项体现了几何尺寸的影响。对奇异积分方程 ( 5) 可采用 Gauss-chebyshev 方法
[ 6]

进行数值求解。

2　动态应力强度因子的推导

假设在动态情形, 裂纹尖端应力仍然具有 r
-

1
2 阶奇异性。那么, 动态应力强度因子的定义仍然可

以采用静态应力强度因子相似的定义。对于图 1所示的无限长板条, 显然两个裂纹尖端的应力强度因

子都是相同的。若以尖端 B 作为研究对象, 则其 I型动态应力强度因子为

K Ⅰ( t ) = lim
x→c

0

2P( x - c0 ) Ry y( x , 0, t ) ( 10)

　　由于前述讨论均是在 Laplace 变换域中进行的, 所以, 下列推导也转换到 Laplace变换域中进行。

对 ( 10) 式作关于时间 t的 Laplace变换, 得

K
*
Ⅰ( p ) = lim

x→c
0

2P( x - c0 ) R*
y y( x , 0, p ) ( 11)

　　作用在裂纹面上的无量纲应力表达式为

R*
y y( x-, 0, p ) =
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其中, T n ( u-) 为第一类 Chebyshev 多项式。

将 ( 13) 代入 ( 12) , 并对所得表达式作有关渐近分析 [ 7] , 可得到裂纹尖端应力的奇异部分表达式,

将该表达式代入式 ( 11) , 得到裂纹尖端动态应力强度因子在Laplace 变换域中的表达式为
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K
*
Ⅰ( p ) = - m Pc0g

*
( 1, p ) ( 14)

其中, m = 2L( 1 - A-2
1/ A-2

2 ) , g* ( 1, p ) 通过对积分方程 ( 5) 式求解获得。

3　结论

( 1) 与 Copson- Sih方法相比, 本文的奇异积分方程方法不仅推导方便, 而且核函数形式简单, 有

利于数值计算。同时, 所得出的积分方程物理意义明确。

( 2) 与数值方法相比, 本文的解析推导方法编程简单, 计算省时, 工程适应性强。
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