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　　摘　要　随着计算机体系结构的发展, 高速缓存( cache)的引入,分块方法成为矩阵计算中性能优化的主

要方法, 而矩阵主维对分块算法的性能影响很大。本文分析了矩阵主维影响性能的原因以及如何选取主维来

改善性能, 并与拷贝方法进行了比较。最后用矩阵乘法和 LU 分解进行了试算, 取得了满意的结果。
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Abstract　With the development o f computer ar chitecture and the intr oduction o f cache, blocking has been the

main method to optimize per formance in matr ix com puting , and the effect of leading dimension becomes impo r tant t o

blo cking algo r ithms' perfo rmance. T his paper analy zes this effect and how to select leading dim ension to improve per ofr-

mance , and compares this method with copy method. This method is applied to mat rix multiplication and LU fact or iza-

tion, and t he pr act ical r esults ag ree w it h t he theor etical ana ly sis.
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随着计算机体系结构的发展, 高速缓存( cache)的引入, 如何提高计算问题访存局部性, 充分发挥

cache 的作用, 尽量降低 cache 失效率对于科学计算应用具有重要意义。

分块方法是提高矩阵计算访存局部性的主要方法。但由于数组大小远超过 cache 的容量,对于相联

度较小,特别是直接映射的 cache,当矩阵的阶为2的幂时,分块后块矩阵映射到 cache 时自冲突现象十

分突出,严重影响了 cache 性能的发挥, 此时分块算法的性能并未得到多大提高。由于分块算法引入了

额外开销, 有时分块算法的性能比不分块还要差。本文针对矩阵计算在 FORTRAN 语言程序设计中引

入的矩阵主维,深入分析其对矩阵分块算法性能的影响, 提出了简单实用的加边法经验公式。

1　矩阵主维影响性能的原因

矩阵主维对性能的影响,其实质可归结到 cache 对性能的影响。为了下面讨论方便, 我们假设所用

计算机系统的 cache容量为C, 行长度为 l ,相联度为1(即直接映射) ,以 LRU 方式工作。

设 A是主维为 lda的二维矩阵, A
*
为 A的基地址,则 A ( j 1, j 2) 和 A ( j′1 , j′2) 在主存中的地址分别

为 A
* + ( j 2 - 1) lda + j 1 - 1和A

* + ( j′2 - 1) lda + j′1 - 1 ,其地址差为 d = ( j′2 - j 2) lda + j′1

- j 1( j′2 > j 2 ) 。那么它们在 cache中的地址差则为 cd = d mod C。若 cd = 0时这两个元素就被映射到

cache 的同一单元。当矩阵规模很大时,即使在分块算法中, 同一子块中的元素在 cache中的地址差 cd

也可能为0,从而块矩阵也存在自冲突。

从 cd 的表达式中可以看出 cd 与矩阵主维 lda有关,所以适当地选取 lda,可改变数组元素在 cache

中的地址差,使原来映射到同一 cache 单元的元素位于 cache 的不同单元, 从而大大降低 cache的自冲

突,提高命中率,使性能得到提高。这对于分块算法效果尤为明显,因为分块算法消除了 cache 容量失
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效,再通过主维的变化来消除 cache 自冲突, 使 cache 能得到充分利用,使矩阵运算的性能得到进一步提

高。改变 lda,实际上就是给矩阵加边,所以在文献[ 1]中把这种方法称为加边法。

2　加边法与拷贝法的比较

在文献[ 2] , [ 3] , [ 4]中介绍了提高 cache性能的拷贝方法。从实验结果看, 拷贝方法比加边的效果

好。从理论上分析, 拷贝方法中子矩阵各元素是连续的, 在分块不太大时能完全消除自冲突。在文献[ 1]

给出了如何加边的定理,在分块大小较小时,根据该定理来选取矩阵主维可望获得较高的性能。但目前

计算机系统 cache 容量较大,此时分块算法中分块要较大时,才能获得较高的性能。在运算规模很大时,

用该定理选主维所需的额外存储空间太大, 在理论上消除自冲突的同时,可能引入了交叉冲突。而拷贝

法所需的额外存储空间只与分块大小有关, 与问题规模无关,在同一时间所要访存的矩阵规模都很小,

且可使这些矩阵在主存的地址是连续的,从而可消除交叉冲突。

由于 cache 的容量一般为2的方幂, 由 cd 的表达式可知,当主维为奇数时,矩阵各元素发生自冲突

的可能性大大减少。再考虑到前面分析的影响性能的制约因素,得出最简单的选取主维 lda的经验公

式:

lda =
n + 1　 当为偶数时

n　　　 当为奇数时

其中 n为矩阵第一维大小。按上述公式选取主维,实现起来非常简单,且所需的额外存储空间已降低到

最小,而实践证明这种方法对性能优化较为有效,所以上述经验公式在实际应用中是非常有用的。

另外,拷贝方法一般适用于库程序, 而加边法一般适用于具体的应用程序。当然在具体应用程序开

发中联合使用两种方法,效果更好。

3　分块 LU分解的优化

假设A是 n阶矩阵,并划分 A成一个 l×l (为简单起见,不妨假设 n= ml )的分块矩阵如下:

A = ( A0 A1⋯ A1 ) ( 1)

其中Ai , i = 0, ⋯, l - 1是 n× m 矩阵,通过分析下式得到分块 LU 分解的原理:

A =
L00

L10 I

U00 A
~
01

A
~
11

( 2)

其中L00是 m 阶单位下三角矩阵, U00是 m 阶上三角矩阵, L10 , A~ 01和 A
~
11分别是( n- m)×m, m×( n- m ) ,

和( n- m )×( n- m )矩阵,如果记

( A1　⋯　Al- 1 ) =
A01

A11

其中A01和 A01分别是 m×( n- m) , 和( n- m)×( n- m)矩阵,通过比较( 2)式的两边得到:

A0 =
L00

L10

U00, A01 = L00A
~
01 , A11 = L10A

~
01 + A

~
11 ( 3)

可以看出, L00, L10和 U00是子矩阵 A0的 LU 分解, 所以 A
~
01和 A

~
11可由( 3)式计算得到, 接下来的计算可对

A
~
11重复上述过程, 这就是分块 LU 分解方法。

从 LU 分解的特点知道, A0的 LU 分解和 A
~
01的计算其数据重用率不高, 而 A

~
11的计算数据重用率很

高,因此要对分块 LU 分解进行优化, 着重应对 A
~
11的计算进行优化。在实现过程中,矩阵 A0的 LU 分解

我们是用 BLAS- 2的 sscal和 saxpy 实现的, A~01是用 BLAS- 3的 st rsm 实现的。为了说明矩阵主维对

性能的影响, A~ 11的计算我们用两种方法实现:对矩阵分块且调用 BLAS- 3的 sgemm 实现(记为方法1) ;

调用带拷贝的分块矩阵乘(记为方法2)。我们对传统不分块 LU 分解(记为方法3)也进行了测试。

4　测试结果

我们在 DEC ALPHA 21164上进行了测试。该系统有三级 cache: 一级 cache 分为指令 cache 和数据
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cache, 均为容量8KB、直接映射、行长为32字节的 cache; 二级 cache 为指令和数据混合 cache, 容量为

96KB,采用3路组相联的映射方式,行长为32或64字节;三级 cache 是容量为1M、直接映射、行长为32或

64字节的外部 cache。在这种 cache 结构下,对分块矩阵乘,我们发现按128×128的子块对矩阵 A、B、C

进行分块,性能接近最优,因此下面的测试结果都是基于这种划分, ( 1)式中的 m 也为128。

文献[ 4]给出了矩阵乘的测试结果, 其中的方法2和方法3可归结为不同主维的分块矩阵乘,这里不

再赘述。

表1是用方法1对不同阶的矩阵在不同主维下的试算结果。从中可看出, 矩阵主维对方法1的性能影

响很大,特别是把主维选为2的整幂(如本例中的2048)时,性能最差,而其它大小的主维,性能差别不大,

而且性能在主维大小为奇数时比偶数时要好。因为我们的分块大小为128×128,按文献[ 1]的定理,似乎

lda取2176( 2176= 17×128)最好, 但实际结果并非如此。

表1中的各种组合我们对方法2和方法3也进行了测试,性能随主维的变化规律基本一致, 限于篇幅

只列出 n= 2048时的测试结果(见表2)。从表2可看出,方法2最有效地解决了 cache 自冲突问题,性能比

较稳定,受主维的影响不大。从表2还可看出传统方法受主维的影响不大,这是因为此时的 cache 失效主

要是由容量失效引起的,自冲突不是此时的主要原因。

表1　方法1的测试结果

T able 1　T he tes t resul t of m ethod 1

n

运
行
时
间
( s)

lda

2025 2040 2041 2048 2049 2056 2057 2176

2025 49. 52 53. 01 50. 78 92. 53 52. 01 55. 42 49. 98 60. 88

2040 - 53. 76 51. 44 94. 13 52. 69 56. 12 51. 10 62. 01

2048 - - - 95. 25 53. 24 56. 67 51. 10 63. 07

2056 - - - - - 57. 70 52. 08 63. 74

表2　n= 2048的测试结果

T able 2　Th e test result of n= 2048

n

运
行
时
间
( s)

ld a

2048 2049 2056 2057 2176

方法1 95. 25 53. 24 56. 67 51. 10 63. 07

方法2 40. 25 37. 73 38. 70 37. 10 38. 93

方法3 105. 99 94. 37 96. 10 92. 97 99. 38

5　结论

本文对加边和拷贝两种 cache优化方法进行了比较,提出了使性能接近最优的、简单实用的主维经

验公式。加边法的效果不如拷贝方法,但它实现简单,且应用层次不同,故有一定的实用性。
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