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　　摘　要　在各种量子纠错方案中五位量子纠错码被讨论得最多, 本文按照正交条件,用图表对各种错误

形式进行分类, 再利用图表的直观性和对称性提供了一个较方便地找出5位量子纠错码各种形式的方法。

关键词　量子计算, 脱散,纠错

分类号　T P38

Forms of 5-bit Quantum Error Correcting Codes

Chen Pingx ing

( Depar tment of Applied Phy sics, NUDT , Chang sha, 410073)

Abstract　 In all kinds of quantum err or-co rr ecting scheme, five-bit quantum er ro r-cor recting codes is discussed

most frequently . T his paper classifies all kinds o f err o r fo rm w ith char t according to o rthogonality condit ion, then pro-

vides a means to find all fo rms o f five-bit quam tum err or-cor r ect ing codes conveniently with direct per ception and sym-

metr y o f char t.
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由于 Shor 设计了分解大数质因子的具体算法
[ 1] , 量子计算机越来越受到人们的重视。然而机器与

环境的作用及机器本身各部分之间的作用而引起的脱散将会使输出发生错误 [ 2]。Shor 首先提出了一个

方法来消除脱散引起的错误[ 3] ,它是把一个量子位编码成9个量子位(称为9位码)。后来,又有许多编码

方法出现。如7位码
[ 4]

; 5位码
[ 5]
等。已经证明5位码是位数最小的码(最经济)

[ 5, 6]
。文献[ 5]首先给出了一

个5位量子纠错码( QECC) :

û0 > → û0L > = - û00000 > + û01111 > - û10011 > + û11100 > + û00110 > + û01001

> + û10101 > + û11010 > ( 1)

û1 > → û1L > = û11111 > + û10000 > + û01100 > - û00011 > + û11001 > + û10110 >

+ û01010 > + û00101 > ( 2)

文献[ 7]证明了如果只有一个量子位出现错误, 则ûi L> 是ûi> 的 QECC的充要条件为:

< iLûA +
k Bk′ûj L > = KABDij ( 3)

其中 k , k′取1, 2, 3, 4, 5。i , j 取0, 1。A k, B k′是能被 QECC纠正的分别作用在 k 位和 k′位的所有可能错误,

KA B是一个与ûiL > 及ûj L> 有关的复数。( 3)式的意义在于: 对所有可能的一位错误, 二个态< 0L û、< 1L û

是正交的。

其实5位 QECC 的形式有很多种,首先不同的编码规则可产生不同的态分量(一个规则产生的态分

量我们称之为一个类) ,对5位码,类的个数不多
[ 5]
。另外,也是最为复杂的是,对同一类各态分量前的正

负符号有很多种形式也能产生 QECC, 正因这种复杂性,文献[ 5, 6]也只给出少数几种 QECC。找出更多

的5位 QECC 能使我们在编码时有更多的自由度, 这有重要的实际意义。本文在第二部分利用( 3)式提

供一个较简单的方法来找出在一个编码规则下,各态分类前正负号的所有形式, 以使该态为 QECC。在

第三部分讨论了另外编码规则下的5位QECC。
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1　一类5位码的所有形式的寻找过程

设某类码的编码规则如下:

û0 > → û0L > = ∑
r, p , q

ûr + p , r + p + q, r, p , q >

û1 > → û1L > = ∑
r, p , q

ûr + p + 1, r + p + q , r, p , q > ( 4)

假设上式右边各分量本身带有正负符号。这一部分的目的是求出( 4)式各分量的正负号的所有形式, 以

使( 4)式为 QECC, 即满足正交条件( 3)式。

1. 1　各种错误形式的分组

把( 4)式明显写出为:

0L > = û00000 > + û00110 > + û01001 > + û01111 > + û10011 > +

û10101 > + û11010 > + û11100 >

1L > = û10000 > + û10110 > + û11001 > + û11111 > + û00011 > +

û00101 > + û01010 > + û01100 > ( 4′)

并按从左到右的顺序把( 4′)中û0L> 的各分量记为1, 2,⋯, 8, û1L> 中的各分量记为1′, 2′,⋯, 8′分量。

先以 A , B 分别作用于û0L > 中第一量子位、û1L > 中第二量子位(简称为1、2位出错)为例来说明分

组的方法,为了方便把( 4′)的各分量写成图1的形式, 图1中方括号内的每一行都表示( 4′)式中的某个分

量,右边的数字表示分量的序号, 且把出错的位(第1, 2位)写在每分量的左边。下面证明û0L> 中的第1

位和û1L > 中的第2位分别出现 A、B 错误后正交的充要条件为: 1, 2 1′2′这4个分量中其中一个与另三个

异号,且3 4 3′4′, 5 6 5′6′, 7 8 7′8′这三组每组4个分量中任一个也应与另三个异号。

从图中可看出û0L > 中第1和û1L > 中第2量子位出错后, û0L > 与û1L> 的内积为1与1′的内积, 2与2′

的内积,⋯, 8与8′的内积之和。又1与1′的内积等于2与2′的内积, 3与3′的内积等于4与4′的内积,⋯, 7与7′

的内积等于8与8′的内积。例如, 出现 A 1B 2错误(即 A 作用在û0L> 中第1位, B 作用在û1L > 中第2位)后1′

与1′的内积为:

< 00000ûA +
1 B 2û10000 > = < 0ûA +

1 û1 > < 0ûB2û0 > ≡ a

2与2′的内积为:

< 00110ûA +
1 B 2û10110 > = < 0ûA +

1 û1 > < 0ûB2û0 > ≡ a

我们把这4个内积分别叫 a、b、c、d ,如果每一组(如1 2 1′2′)中4个分量的任一个(如1分量)与另三个异

号,则每组的二个内积互为负数(如- a, a)其和0,即出错后二态正交。

反之,如果û0L> 与û1L> 正交,则由于 A , B 形式的任意性, a、b、c、d 都不同, 因此只有 a 与- a, b 与

- b, c与- c, d 与- d 相抵才能和为零, 即必有每组中任一分量与另三分量异号。由这个证明可知,我们

只要把û0L> 态中出错位相同的二个分量和û1L > 态中未错位与û0L> 态的未错位相同的二个分量构成

一组, 则只要每组中的一个分量与另三个异号, 就能使出错的态满足正交条件( 3)式。因此,分组的方法

是:把16个分量分成4个组, 每组同态的二个分量出错位相同, 不同态的分量未错位相同。

同理对1、3位, 1、4位, 1、5位, 2、3位, 2、4位, 2、5位, 3、4位, 3、5位, 4、5位出错都可按此特点进行同样

分组。通过位与位的交换,各图中把出错的二位写在每分量的左边,这样按照上述分组的特点就可清楚

看出哪4个分量为一组,如图2～6。
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图1　第1, 2位出错后的分组　　　　　　　　 　　图2　第1, 3位出错后的分组

F ig . 1　Array o f 1 bit , 2 bit　　　　　　　　　　　 F ig . 2　Ar ray of 1 bit, 3 bit
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图3　第2, 3位出错后的分组　　　　　　　　　　 　 图4　第2, 4位出错后的分组

F ig . 3　Array o f 2bit , 3bit　　　 　　　　　　　　　　 F ig . 4　Ar ray of 2 bit, 4 bit
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图5　第3, 5位出错后的分组　　　　　　　　　　　 　图6　第4, 5位出错后的分组

F ig . 5　Array o f 3 bit , 5 bit　　　　　　 　　　　　　　 F ig . 6　Ar ray of 4 bit, 5 bit

　　2、5位和3、4位出错后, 不管各分量前的系数如何二态都正交,另1、2位出错和1、5位出错, 分组完全

一样, 1、3位出错和1、4位出错分组完全一样,故未把它们写出。

1. 2　满足正交条件各分量正负号的所有形式

找出同时满足图1、图2、图3、图4、图5、图6(满足某图就是指满足使该图中每组的一个分量与另3个

分量异号)的所有形式是我们的目的,为此,可分三步(这样分比较方便) :第一步分别找出同时满足图1、

图2,同时满足图3、图4,同时满足图5、图6的所有形式,第二步找出同时满足图1、图3、图4所有形式和同

时满足图1、图5、图6的所有形式,第三步找出满足图2的第二步的公集,即同时满足这6个图的所有形式。

第一步。从图中可看出,要同时满足图1、图2, 1 2 3 4 1′2′3′4′这8个分量成为相互制约的一组,另8个

分量5 6 7 8 5′6′7′8′构成一组,二组相互独立。每组有32种形式,同时满足图1、图2的形式共32×32种。例

如:在1 2 3 4 1′2′3′4′组中,若1与1′分量同号,则2与2′分量异号, 3与3′分量异号, 4与4′分量同号。由于同

号可同正或同负,故有16种形式,若1与1′分量异号, 则2与2′分量同号, 3与3′分量同号, 4与4′分量异号,
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也有16种,共32种。同理,同时满足图5、图6时, 1 2 5 6 3′4′7′8′构成一组, 3 4 7 8 1′2′5′6′构成一组,二组

独立,也有32×32种形式。同时满足图5、图6时, 1 2 7 8 3′4′5′6′构成一组。3′4′5′6′1 2 7 8构成一组,二组

独立有32×32种形式。

通过一一组合,不难求出同时满足图3、图4的1 2 5 6 3′4′7′8′组的32种形式, 32种可分为8小类,每小

类4种形式,如图7( a) ,图中每小类用短线分开,各区间用长线分开,每小类中同一行的各分量同号,用大

括号相连的二行各分量异号。例如: 7( a)的最上面类中1 2 7′8′分量同号, 5 6分量同号, 3′4′分量同号, 5 6

分量3′4′分量异号。同时满足图5、图6的3 4 7 8 1′2′5′6′组的所有形式只需把图7( a )中的1、5、2、6、3′、7′、

4、8′分别换成3、7、4、8、1′、5′、2′、6′即可, 如图7( b)。

同理, 同时满足图5、图6的1 2 7 8 3′4′5′6′组的所有形式可由图7( a )中的7′、8′、5、6分别换成5′、6′、

7、8而得到,如图7( c) ,同时满足图5, 图6的3 4 5 6 1′2′7′8′组的所有形式可由图7( a)中的1、2、3′、4′换成

3、4、1′、2′而得到,如图7( d)。

第二步。把图7( a)中任一类和图7( b)中任一类组合(共64类)都满足图3和图4,由图1有:如果1 2分

量同(异)号, 则1′2′分量异(同)号, 3 4 3′4′分量, 5 6 5′6′分量, 7 8 7′8′分量也有此性质,满足此性质又满

足图3 、4的所有形式则只有16类,即图7( a)中的每一类只能和图7( b)中的二类组合,把图7( a)和图7( b)

用连线分成4个区间,图7( a)中的任一类只能和同区间的图7( b)中的二类组合。同理,满足此性质又满足

图5、图6的所有形式也只有16类,即图7( c)中的任一类也只能和同区间的图7( d)中的二类组合。

第三步。不难发现图7中4个小图的公集并无16×16类, 而只有32类,即图7( a)和图7( b)中任一类只

能和同区间的图7( c)和图7( d)中的任一类相容,与其余的都矛盾,且这32类都满足图2。由图7中的4个区

间,我们可以很方便地写出我们要求的各种形式,因为这4个区间及各区间中的小类具有很好的对称性,

首先,区间Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ中的各种形式,只要将区间Ⅰ中的某些数字变换就可得到,如只要将区间Ⅰ中的1 2

3 4换成3 4 1 2 , 1′2′3′4′换成3′4′1′2就可得到区间Ⅲ的各种形式,另外对某一区间(如Ⅰ区间)中满足图

7的各种形式,只要分别在图7( a)、图7( b) , 图7( c) , 图7( d)中任取一小类,求出这4个小类的公集, 然后用

适当的数字代换就可得到整个该区间中的各种形式,这里不再写出各种具体形式。
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Fig. 7

2　别的形式的5位量子纠错码

下面我们讨论别的形式的具有8分量的5位 QECC,从第二部分可知, 把( 4)式加上上面得到的正负

符号组合的任一种都是 Q ECC。很容易证明: 把( 4)式的各位相互轮换而每个分量前的正负符号不变后

所形成的新的形式都是 QECC,这是因为上面得到的 QECC是对任一位出错都适合的。

其次,还有与( 4)式不同的编码规则,如:

0L > = ∑
p , q, r

ûr + p , r + p + q, p , q, r > , û1L > = ∑
p, q, r

ûr + p + 1, r + p + q + 1, p , q, r >

û0L > = ∑
p , q,r

ûr + q, r + p , r , p , q > , û1L > = ∑
p, q, r

ûr + p + 1, r + p , r , p , q >

等这些形式各分量的正负号也可仿照前面的步骤求出。

3　结论

通过对各种出错形式的分组,提出了一种寻找所有形式的5位 QECC 的方法,这个看似很复杂的工

作,只要能得到图7的形式就可由对称性较方便地完成, 另外从中知道5位 QECC 的形式是很多的,我们

最好是寻找一种能快速地判断某种量子码是否为 QECC 的判据。
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