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　　摘　要　本文针对离散控制系统的有限脉冲响应( FIR)函数模型,研究了在伪随机 m 序列输入的激励和

有色噪声干扰下辨识的精度问题, 纠正了参考文献中的错误, 得到了有色噪声干扰下 FIR参数估计精度的显

式表达式。同时,给出了辨识精度的下界和上界, 分析并得到了达到上下界的条件。文中有实例分析。
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Abstract　This paper ana ly zes the identification precision of the finit e impulse r esponse ( F IR ) function models of

discr ete-time contr ol sy stems under t he pseudor andom m -sequences stimulation and color ed-noise disturbances. The mis-

take in t he refer ence document is co rr ected and an explicit fo rmula of the cor relation ident ification precision is giv en in

the case of co lor ed no ises. M o reover , t he low er and the upper bounds o f the F IR identification pr ecision are suggested,

and t he conditions of r eaching the bounds ar e obtained. Tw o examples ar e given to suppo rt the ana ly sis.
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控制系统辨识的相关分析法是指在系统的输入和输出已知的情况下,利用输入自相关函数以及输

入输出互相关函数或它们的功率谱密度和互功率谱密度来辨识系统的一种方法。从该方法的发展历史

来看,最早是用在系统脉冲响应的辨识上, 采有的输入主要是白噪声或各种伪随机序列
[ 1～4]
。

采用伪随机序列相关分析法最根本的目的是使辨识结果尽可能地不受测量噪声的影响,同时,也可

以大大降低辨识中的计算量。虽然伪随机输入—相关分析法是系统辨识领域中最早的方法之一,而且在

实际中也得了广泛的应用, 但至目前为止, 有关伪随机输入—相关分析法的统计特性的研究仍然是缺乏

的。本文将针对线性离散时间系统有限脉冲响应( FIR)函数模型,研究在伪随机 m 序列输入激励和有色

噪声干扰下相关辨识的精度问题。

1　FIR 模型辨识的相关分析法

考虑线性定常离散时间系统传递函数模型:

y ( k ) = G ( z ) u( k) + e( k ) ( 1)

其中{ y ( k ) } , {u( k) }分别为系统的输出和输入, { e ( k) }为输出观测噪声。如果传递函数 G ( z )的根在单位

圆ûzû< 1之内,则( 1)可用如下模型逼近:

y ( k) = ∑
N

i= 1
g iu( k - i) + e ( k) ( 2)

　　这就是离散控制系统的有限脉冲响应( FIR)函数模型。设观测噪声序列{ e ( k ) }是与输入不相关的

宽平稳随机过程, 均值为零 E { e( t ) } = 0,自相关函数记为:
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r ( S) = E { e( k ) e( k - S) } ( 3)

记{ y ( k) }与{u( k) }的样本互相关函数为:

Ryu ( S) =
1
N∑

N

k= 1
y ( k) u( k - S) ( 4)

同时, {u( k) }的样本自相关函数为:

Ruu ( i , j ) =
1
N∑

N

k= 1
u( k - i ) u( k - j ) ( 5)

组成N s×N s 维矩阵 8 uu ,其( i , j )号元素为 R uu( i , j )。若再记:

N( S) =
1
N∑

N

k= 1
e( k ) u( k - S) ( 6)

由( 2)式采用最小二乘估计,可得到 g i 的估计 gdi( i= 1～N s )为:

[ gd1 , gd2 ,⋯, gdN
s
] T = 8 - 1

uu õ [ Ryu ( 1) , Ryu ( 2) ,⋯, R yu ( N s) ] T ( 7)

　　采用周期为 N p= N s ,幅度为 a的 m 序列作为系统的输入信号,从 k= - N s+ 1时刻开始加入系统,

至 k= N 时刻为止。N 为输出观测样本个数,是周期 N p 的整数倍。根据 m 序列的性质,均值为:

1
N∑

N

k= 1
u( k) =

1
N p
∑
N

p

k= 1
u( k) = -

a
N p

( 8)

自相关函数为:

R uu( i , j ) =
a

2
,　　　　i = j = 1～ N p

- a
2 / N p , i≠ j ; i, j = 1～ N p

( 9)

　　参数向量 FIR模型各参数估计值为:

gdi = 1
a

2 õ
N p

N p + 1
õ Ry u( i ) + ∑

N
s

S= 1

R yu( S) , i = 1～ N s ( 10)

　　这就是 FIR模型参数在 m序列输入下的相关估计
[ 1- 3]
。由于这个估计式中只包含输出输入的互相

关函数,是一种最典型的相关分析法。

2　FIR 模型相关辨识的精度分析

上面描述了采用伪随机 m 序列作为辨识信号时的 FIR模型参数估计,这种估计仅仅需要计算输出

输入的互相关函数值 Ry u( S) , 故这种方法称之为相关分析法。下面研究在这种情况下 FIR 模型参数估

计值的统计特性。

定理1　设观测噪声{ e ( t) }为零均值 E{ e( k) } = 0, 自相关函数满足:

当 S> n s时, r ( S) = 0,且 ns < N s ( 11)

则采用 m 序列时 FIR模型相关辨识满足如下统计特性:

( 1) 无偏性:

E{ gdi} = g i, i = 1～N s ( 12)

　　( 2) 均方误差和:

∑
N

s

S= 1
E{ ( gdi - g i)

2
} = 2 õ

N p

N p+ 1
õ
N s

N
õ 1
a

2 r( 0) + ∑
n
s

S= 1
( 1 -

S
N

) r ( S) ( 13)

　　证明　首先证明无偏性。当系统中不存在输出干扰噪声时, ( 10)式将给出 FIR模型参数的真实值,

故有:

gdi - g i =
1
a

2
N p

N p + 1 N( i ) + ∑
N

s

S= 1
N( S) ( 14)

因为:

E{ N( S) } =
1
N∑

N

k- 1
E { e( k ) }u( k - S) = 0 ( 15)

故得:
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E {gdi - g i } =
1
a

2
N p

N p + 1
E {N( i ) } + ∑

N
s

S= 1

E {N( S) } = 0 ( 16)

从而无偏性得证。

下面证明性质( 2)。利用( 8)式,

∑
N

s

S= 1
N( S) =

1
N∑

N

k= 1
e( k )∑

N
p

S= 1
u( k - S) = -

a
N∑

N

k= 1
e( k ) ( 17)

故

E ∑
N

s

S= 1

N( S)
2

= -
a
N

2

E ∑
N

k= 1

e( k)
2

=
a

2

N
r( 0) + 2∑

N

S= 1
( 1 -

S
N

) r ( S) ( 18)

又因为:

E N2( S) = E
1
N

2∑
N

i, j = 1
e( i ) e( j ) u( i - S) u( j - S) =

1
N

2∑
N

i, j = 1
r( i - j ) u( i - S) u( j - S)

根据m 序列的自相关函数性质,有:

∑
N

s

S= 1

E N2
( S) =

N p

N
2∑

N

i, j = 1

r( i - j ) R uu( i , j ) =
N p

N
2 N r( 0) a2 + ∑

N

0< ûi- j û≤n
s

r ( i - j ) - a
2

N p

= a
2

N
N p r( 0) - 2∑

N
s

S= 1

( 1 - S
N

) r ( S) ( 19)

再根据( 14)式,

∑
N s

i= 1
E ( gdi - g i )

2
=

1
a

2

N p

N p + 1

2

∑
N s

i= 1
E N( i) + ∑

N
s

S= 1
N( S)

2

=
1
a

2
N p

N p + 1

2

∑
N
s

S= 1
E N2

( S) + ( N p + 2) E ∑
N s

S= 1
N( S)

2

将( 18)和( 19)式代入上式, 最终得( 13)式。

以上得到了在有色噪声的干扰下,利用 m 序列进行 FIR 模型参数相关辨识的精度的显式解析式。

这样也纠正了教科书[ 1]的错误, [ 1]中得到的均方误差和为零,在 N 有限的情况, 只有 gdi≡g i 才成立,

在噪声干扰下,这是不可能的。

3　相关辨识的精度上界和下界

3. 1　误差下界:

∑
N
s

i= 1
E ( gdi - g i) 2 =

N p

N p + 1
N s

N
1
a

2 r ( 0) + 2∑
N

s

S= 1
( 1 -

S
N

) r( S) f r ( 0)

=
N p

N p + 1
N s

a
2 E

1
N∑

N

k= 1
e( k)

2

+
N p

N p + 1
N s

N
r( 0)
a

2 ≥
N p

N p + 1 õ r( 0)
a

2 õ
N s

N
( 20)

　　当 N p 充大时, N p / ( N p+ 1)≈1。显然, r( 0)即为观测噪声序列{ e ( t) }的功率值,而 a
2
是输入信号 m

序列的功率值。因此有如下结论。

定理2　对于一般的零均值平稳观测噪声{ e( t) } ,且当 S≥N s 时, r ( i ) = 0, 则采用 m 序列相关辨识

时 FIR 模型参数估计误差下界等于系统的噪信比 r( 0) / a2与阶次样本数比 N s/ N 的积。

3. 2　误差上界:

根据 S> n s时 r ( S) = 0的假设,可设噪声模型为滑动平均( M A)模型, 即

e ( k) = ∑
n
s

i= 0

c iE( k - i ) ( 21)

其中{E( k ) }是零均值方差为 R2的白噪声序列,即

E {E( k) } = 0, E{ E( k) } E( k - S) } = R2D( S) ( 22)

D( S)为 Kronecker D- 函数,即 D( 0) = 0,而 S≠0时 D( S) = 1。那么可证明:
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E
1
N∑

N

k= 1
e( k )

2

=
R2

N
2 [ c

2
0 + ( c0 + c1 )

2
+ ⋯( c0 + c1 + ⋯cns- 1)

2

+ ( N - ns ) ( c 0 + c1 + ⋯c n
s
)

2
+ ( c 1 + ⋯cn

s
)

2
+ ⋯ + ( cn

s
- 1 + cn

s
)

2
+ cn

s

2
] ( 23)

　　根据不等式:

( x 1 + x 2 + ⋯ + x n) 2≤ n( x 2
1 + x

2
2 + ⋯ + x

2
n) ( 24)

其中等式仅当 x 1= x 2= ⋯= x n 时成立。因此( 23)式满足:

E
1
N∑

N

k= 1

e( k)
2

≤
R2

N
õ ( ns + 1) ( c2

0 + c
2
1 + ⋯ + c

2
n
s
) ( 25)

又知:

r ( 0) = E { e2 ( k) } = R2∑
N

s

i= 0
c

2
i ( 26)

因此,

E
1
N∑

N

k= 1

e( k )
2

≤
( n s + 1)

N
r( 0) ( 27)

根据( 20)式推导的最后一个等式,得:

∑
N

s

i= 1

E ( gdi - g i) 2 =
N p

N p + 1
N s

a
2 E

1
N∑

N

k= 1

e( k)
2

+
N p

N p + 1
N s

N
r ( 0)
a

2

≤ ( ns + 2) õ N p

N p + 1
N s

N
r( 0)
a

2 ( 28)

　　因此有如下结论。

定理3　对零均值平稳噪声{ e( t ) } , 当 S≥n s时 r ( i ) = 0, 且 ns< N s ,则采用 m 序列相关辨识时 FIR

模型参数估计误差上界等于系统噪信比 r( 0) / a
2与阶次样本数比 N s/ N 积的( n s+ 2)倍。

特别地,如果 M A 噪声模型( 21)中, c0= c1= ⋯cn
s
≠0, 那么由( 25)式的推导可知,在样本数 N / ns→

∞的情况下, ( 25)和( 27)式的等号成立。在这种情形下,估计误差达到上界值。又因 ns≤N s- 1,故估计

误差上界最大可达到系统噪信比与阶次样本数比乘积的 N s倍。

根据( 23)式, 除非 c0= c1= ⋯= cns= 0,否则总有:

E
1
N∑

N

k= 1
e ( k)

2

> 0 ( 29)

　　这里值得指出的是,上式中,噪声的 N 个样本的平均值可能会出现为零的情况, 但这并不说明该样

本均值的方差为零。如零均值白噪声序列,在某个时刻的取值可能为零 E( k ) = 0, 但其平方的事件均值

即其方差E {E2
( k) } = R2

> 0。这说明,只要有干扰噪声存在, ( 20)式的最后不等式的等号就不能成立,即,

误差达到下界的条件是不存在的。

3. 3　白噪声情形:

特别地, 若观测噪声是零均值方差为 R2的白噪声, 那么简单地有:

∑
N

s

i= 1

E ( gdi - g i) 2 = 2 õ N p

N p + 1
õ R

2

a
2 õ

N s

N

( 30)

因此有如下结论。

推论　在 m 序列输入下, FIR模型参数估计的精度约为噪信比 R2 / a2与阶次样本数比N s / N 乘积的

2倍。

这一特殊情况下的结果与文献[ 2]所推出的结果是完全相符的。

4　实例分析与结论

例1　若观测噪声模型为

e( t) = E( t ) + E( t - 1) + E( t - 2) ( 31)

则自相关函数为
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r ( 0) = 3R2
, r ( 1) = 2R2

, r ( 2) = R2
, r( S) = 0, S≥ 3 ( 32)

由定理1的( 13)式得知,当 N , N s较大时有

∑
N

s

i= 1

E ( gdi - g i) 2 µ 4 õN s

N
õ r ( 0)

a
2 ( 33)

　　对这一简单的 M A 噪声情形,采用m 序列相关辨识法的系统参数估计误差等于采用 A - 最优输入

时估计误差的4倍,即噪信比 r ( 0) / a2与阶次样本数比N s / N 乘积的4倍。这与用定理3的误差上界估计的

结果是一致的。

例2　考虑噪声模型

e( t) - 0. 5e( t - 1) = E( t) ( 34)

这是一个简单的一阶自回归( AR)模型,不难得知:

r( 0) = 4R2/ 3, r ( S) = ( 0. 5) Sr ( 0) ( 35)

当 S≥10时, r ( S) < 0. 001r ( 0)可以忽略。因此取 N p= N s> 10而当 N / N p 较大时,由定理1的( 13)式得知,

同样有( 33)式成立,估计误差也约等于噪信比与阶次样本数比乘积的4倍。

这里指的是精确采用 m序列二值自相关函数计算的情况。如果在辨识中忽略 m序列非零点自相关

函数值- a
2
/ N p , 尽管该值相对很小, 系统的估计误差将不随样本数 N 的增加而收敛。即使 N p→∞, 也

不能认为伪随机 m 序列达到了白噪声的性质。

关于更一般的噪声情形( n s→∞,而 N s有限) ,以及 N s→∞时传递函数辨识精度分析即黑箱辨识精

度分析,信号周期 N p 的最优选取,初始值测量误差对辨识精度的影响及其消除方法等问题,是值得进

一步深入研究的。
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