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　　摘　要　本文考虑高维非自治概周期系统
dx
dt

= f ( t, x ) , 利用对 x 的分量分组构造 L iapunov 函数的方

法讨论了其概周期解的存在性。所得结果去掉了文献中系统存在有界解的假设, 得到了比较明显的改进。
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Abstract　I n t his paper, w e consider a higher dimensional nonautonomous a lmost per iodic system
dx
dt

= f ( t, x ) . By

constructing L iapunov functions to g r oups of quantities of vecto r x , w e diminish the assumption of existence of bounded

solution and improve the r esults in the documents.
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本文考虑下列一致概周期的常微分系统

dx
dt

= f ( t, x ) , ( 1)

其中, x ∈ R
n, t ∈ I = [ 0,∞] , f ∈ C( I ×R

n, Rn)。

　　众所周知, 解的有界性、稳定性与周期解、概周期解的存在性有着密切的联系: 一般而言, 周期

系统解的有界性和最终有界性蕴涵周期解的存在性
[ 1]

; 但对概周期系统, 情况则完全不同了, 正如文

[ 2, 3] 所指出的那样, 概周期系统解的有界性与一致最终有界性并不蕴涵着概周期解的存在性。因此,

“在讨论概周期解的存在性时, 往往假定了有界解的某种稳定性”, 然后利用定正且导数定负的 Lia-

punov 函数保证该有界解是渐近概周期函数, 从而由 Coppel定理[ 1]得出概周期解的存在性; 类似的条

件还被用于得到周期解的存在性
[ 1]
。

在利用 Liapunov 方法判定周期解与概周期解的存在性时, 需要对其的乘积系统构造 V 函数 (泛

函) , 因此应用沿着 Barbashin- Krasov skii定理的思路降低对 V 函数 (泛函) 的要求, 从而减小对系

统本身的限制的研究课题[ 4]就显得更为重要了。文 [ 4] 之定理1是一个较广泛的结果, 但由于事先假定

了有界解的存在性且涉及解的性态的条件, 故在实际应用时较为困难。文 [ 5] 对周期系统得到周期解

的存在性, 且不事先假定有界解的存在性, 但该文在初值问题解的唯一性条件下利用了压缩映像原理,

应用不适用于概周期系统。

为了得到系统 ( 1) 的概周期解, 我们讨论其伴随系统

dx
dt

= f ( t, x ) ,　
dy
dt

= f ( t , y ) ( 2)

这里 t , x , f 的定义同前, y∈R
n
.

　　以往在构造 Liapunov 函数时, 总是把 x ( t) 的所有分量集中在一个 V 函数内, 然后要求 V 沿系
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统解的导数满足一定的条件. 由于 x ( t) 的各分量之间的直接联系一般无法知道, 从而使得所需的 V

函数往往不易构造. 为了解决这一问题, 我们将 x 各的分量分成 l ( 1≤l≤n) 组, 对各组分别建立相

应的 Liapunov 函数 V i ( i= 1, ⋯, l ) . 通过利用 V i> max { V jûj = 1, ⋯, l , j≠i} 时, V i 沿系统解

的导数所满足的一定条件, 给出相应的系统 ( 1) 的解一致有界和一致最终有界的判定定理, 降低构造

V 函数的难度。

为了表达方便, 我们引入下列记号

x = ( x 1 , x 2, ⋯, x n )
T
, 　　　　ûxû= (∑
n

i= 1
x i

2
)

1
2

0= m0 < m1 < ⋯ < ml = n,　(mi ∈ 1, 2, ⋯, n) ;

J = { 1, 2,⋯, l} ,　　　　　　J ( i ) = { j ∈ J : j ≠ i } ;

X i= ( x mi- 1
+ 1 ,⋯, x mi )

T
, 　　　　Y i = ( y m i- 1

+ 1,⋯, y mi )
T
;

ûX iû= ( ∑
m
i

j= m i- 1+ 1

x j
2)

1
2 ,　　　　　ûY iû= ( ∑

m
i

j = mi- 1+ 1

y j
2)

1
2 ;

F i= ( f m
i- 1

+ 1,⋯, f m
i
) T.

　　定理1　设对任意 i∈J, 存在定义在 I , X i, Y i∈R
m
i
- m
i- 1上的Liapunov 函数 V i ( t , X i, Y i ) , 使对

任意X i, X i′, Y i, Y i′∈R
m i- mi- 1满足:

( i) ai ( ûX i- Y iû) ≤V i ( t, X i , Y i ) ≤ bi ( ûX i- Y iû) , 其中 ai ( r )、bi ( r ) 均为严格单调递增的

正定连续函数, a i ( 0) = bi ( 0) = 0, ûX iû= ( x
2
m
i
- 1+ ⋯+ x

2
m
i
)

1
2 ;

( ii) ûV i ( t, X i, Y i ) - V i ( t, X i′, Y i′) û≤K {ûX i- X i′û+ ûY i- Y i′û} , 其中 K≥0为常数;

( iii) 存在 A> 0, 使若 V i ( t , X i, Y i ) ≥max
j∈J( i)

{ V j ( t, X j , Y j ) } , 则有

V i( 2)
′( t , X i , Y i) ≤ - AV i ( t, X i, Y i) .

则系统 ( 1) 的解一致有界且一致最终有界.

证明　设 < ( t) 是 ( 1) 的任一解, 记 5 i= ( <m i- 1
+ 1, ⋯, <m i)

T . 令 W i ( t ) = V i ( t, 5 i ( t) , 0) ,

i∈J . 考虑对 I 进行如下的分划

t 0 < t1 < t2 < ⋯ < + ∞

并从 J 中取数构造数列 { i s} , 使对任意 s≥1, i s≠i s- 1, 且当 t∈ [ ts- 1 , ts ] 时, W is= max
j∈J

{W j } .

首先证明 ( 1) 的解一致有界.

对任意 t∈I , 设 t∈ [ ts- 1 , t s) , 记 ( x ( õ) ( t , < ( t) ) , y ( õ) ( t , 0) ) 为 ( 2) 的过 ( t, <, 0) 的

任一解, 则由条件 ( ii) ( iii) 有

W i s
′( t ) = lim

——

h→0+

1
h

[ V is ( t + h, 5 i s( t + h) , 0) - V i s( t, 5 is ( t) , 0) ]

≤ V′i
s
( 2) ( t, X i
s
( t) , 0) + l im

——

h→0+

1
h
ûV i
s
( t + h ,X i
s
( t + h) ( t, <( t) ) , Y i
s
( t + h) ( t, 0) ) - V i
s
( t + h, 5 i
s
( t + h) , 0) û

≤- AV is ( t, X i s( t ) , 0) + K l im
——

h→0+

1
h ∫
t+ h

t
　f is ( H, y ( H) ( t , 0) )dH

+ K lim
——

h→0+

1
h ∫
t+ h

t
　[ f i s

( H, x( H) ( t, <( t) ) ) - f is
( H, <( H) ) ] dH

≤- AW i
s
( t) + KA ,

对上式在 [ t s- 1, t) 上积分可得

W is ( t) ≤ e
- A( t- t
s- 1

)
W is( t s- 1) +
K A
A ( 1 - e

- A( t- t
s- 1

)
) .

类似地, 在 [ ts- 2 , ts- 1 ) 上可得

W i
s- 1

( t s- 1) ≤ e- A( t
s- 1

- t
s- 2

)
W i
s- 1

( ts- 2 ) +
K A
A

( 1 - e- A( t
s- 1

- t
s- 2

) ) .

注意到 W i
s

( ts- 1 ) = W i s- 1 ( ts- 1 ) , 故由以上两式可得
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W i
s
( t) ≤ e- A( t- t
s- 2

)
W i
s- 1

( t
s- 2

) + KAA ( 1 - e- A( t- t
s- 2) ) .

如此递推, 最终可得

W i
s
( t) ≤ e

- A( t- t
0
)
W i

1
( t0 ) +
K A
A ( 1 - e

- At
) .

　　令 W ( t ) = max
i∈J

{W i ( t) } , 则有

W ( t ) ≤ e- A(t- t
0
)
W ( t 0) +
KA
A ( 1 - e- At ) ≤W ( t0 ) +
KA
A .

也即

V is ( t, 5 is ( t) , 0) ≤ V i1 ( t0 , 5 i1( t 0) , 0) +
K A
A .

由条件 ( i) , 可得

ai
s
( û5 i
s
( t ) û) ≤ bi

1
( û5 i

1
( t0 ) û) +
K A
A .

对任意正数 B 1> 0, 若令û< ( t0 ) û≤B 1, 则对任意 j∈J 有û5 j ( t0) û≤B1 . 取 B-= m ax
j∈J

{ bj ( B 1) } , 则

a j ( û5 j ( t ) ) û≤ B- +
K A
A ,

于是

û5 j ( t ) û≤ a- 1
j ( B- +
K A
A ) .

从而对任意 t≥t0 ,

û<( t) û≤ B : = ∑
l

i= 1

[ ai- 1 ( B- +
K A
A ) ] 2

1
2

.

　　又取 B * = ∑
l

i= 1

[ a i- 1( 1 +
KA
A ) ] 2

1
2

, 对任意 t 0 > 0 与 B 2 > 0, 若 û<( t0 ) û ≤ B 2. 令 B- =

max
j∈J

{ bj ( B2 ) } , T =
lnB-

A ,则与以上类似可得,当 t≥ t0 + T 时,

W ( t) ≤ e- A( t- t
0
)
W ( t0 ) +
KA
A ( 1 - e- A( t- t

0
) )

≤ e- A( t- t
0
)
B
- +
KA
A ≤ 1 +
K A
A .

从面û< ( t ) û≤B* .

注意到以上 T 的取法只与 B 有关, 故由上式可知 ( 1) 的解是一致最终有界的。证毕。

定理2　在定理2的条件下, 系统 ( 1) 有唯一的渐近稳定的概周期解 p ( t ) , 且 mod ( p ) < mod

( f ) . 又若 ( 1) 为以 T 为周期的周期系统, 则它有唯一的渐近稳定的 T - 周期解.

证明　以下沿用定理2中的记号. 不妨令 t0= 0.

取 < ( t ) 为系统 ( 1) 的任一解, 则û< ( t) û≤B, t∈I. 任意 i∈J, 记 5 i ( t) = ( <im- 1
+ 1 ( t ) , ⋯,

<im} ( t) )
T
. 设 {Sk} 为一单调递增的正数序列, 使当 k→∞时, Sk→∞. 令 Wk ( t ) = < ( t+ Sk ) , 则 Wk

( t ) 是方程

dx
d t = f ( t + Sk , x )

的过 ( 0, < ( Sk) ) 的解. 因为 f ( t , x ) 在 t∈I×SB , S B= { x∈R
n
: ûx û≤B } 上关于 t 对 x 是一致概

周期的, 故必存在 { Sk} 的子列, 不妨仍记为 { Sk} , 使当 k→∞时, f ( t+ Sk, x ) 在 I×SB
-

上一致收敛.

任意 E> 0, 令 a ( E) = min
i∈J

{ai ( E) } . 取 k0 ( E) 为充分大的整数, 使当 m≥k≥k 0 ( E) 时, 有

max
i∈J
bi ( 2B) e

- AS
k <
a( E)

2

120 国 防 科 技 大 学 报 1999年第3期



且在R×SB上, 对任意 i∈J ,

ûf i( t + Sk, x ) - f i ( t + Sm, x ) û<
Aa( E)

2K
.

　　与定理2类似地对 I 作如下分划

0 = t 0 < t1 < t 2 < ⋯,

并从 J 中取数构造数列 { i s} , 使对任意 s≤1, i s≠i s- 1, 且当 t∈ [ ts- 1 , ts ] 时, 有

V i
s
( t, 5 i
s
( t) , 5 i
s
( t + Sm - Sk) ) = m ax
i∈J

{V j ( t, 5 j ( t ) , 5 j ( t + Sm - Sk) ) } .

　　对任意 t∈I , 设 t∈ [ ts - 1, ts ) , 记 ( x ( õ) ( t, < ( t ) ) , y ( õ) ( t, < ( t+ Sm- Sk) ) ) 为 ( 2) 的过

( t , < ( t ) , < ( t+ Sm- Sk ) ) 的任一解, 则

dV i
s

dt
( t , 5 i
s
( t ) , 5 i
s
( t + Sm - Sk ) )

= lim
——

h→0+

1
h

[ V i
s
( t + h, 5 i
s
( t + h) , 5 i
s
( t + h + Sm - Sk) ) - V i

s
( t , 5 i
s
( t ) , 5 is ( t + Sm - Sk ) ) ]

≤ V i
s

′

( 2)
( t , 5 i
s
( t ) , 5 i
s
( t + Sm - Sk ) ) + l im

——

h→0+

1
h
ûV i
s
( t + h, X i
s
( t + h) ( t, <( t ) ) ,

Y i
s
( t + h) ( t , <( t + Sm - Sk ) ) )

- V i
s
( t + h, 5 i
s
( t + h) , 5 i s( t + h + Sm - Sk) ) û

≤- AV i
s
( t , 5 i
s
( t ) , 5 i
s
( t + Sm - Sk ) ) + K lim

——

h→0+

1
h

{ûX i
s
( t + h) ( t , <( t) ) - 5 i

s
( t + h) û

+ ûY i
s
( t + h) ( t, <( t + Sm - Sk) ) - 5 i

s
( t + h + Sm - Sk ) û}

≤- AV i
s
( t, 5 i
s
( t) , 5 i
s
( t + Sm - Sk) ) + Aa( E)

2

从而由比较原理可得, 对任意 t∈ [ ts- 1 , t s)

V i
s
( t, 5 i
s
( t) , 5 i
s
( t + Sm - Sk) )

≤ e
- A( t- t
s- 1

)
V is( t s- 1, 5 is ( ts- 1 ) , 5 is , ( ts- 1 + Sm - Sk) ) +

a( E)
2 [ 1 - e

- A( t- t
s- 1

)
] .

而在 [ t s- 2, ts- 1 ) 内, 与此类似地可得

V i s- 1( t s- 1, 5 is- 1 ( ts- 1 ) , 5 is- 1( ts- 1 + Sm - Sk ) )

≤ e
- A( t
s- 1

- t
s- 2

)
V i
s- 1

( t s- 2, 5 i
s- 1

( ts- 2 ) , 5 is- 1 ( ts- 2 + Sm - Sk) ) +
a( E)

2
[ 1 - e

- A( t
s- 1

- t
s- 2

)
] .

注意到 V is( t s- 1, 5 i
s
( ts- 1 ) , 5 i
s
( ts- 1 + Sm - Sk) ) = V is- 1( t s- 15 i

s- 1
( ts- 1 ) , 5 i
s- 1

( t s- 1 + Sm - Sk ) ) , 故由以上两

式可得

V i
s
( t , 5 i
s
( t) , 5 i
s
( t + Sm - Sk ) )

≤ e
- A(t- t
s- 2

)
V is- 1( ts- 2, 5 is- 1( ts- 2) , 5 is- 1( ts - 2 + Sm - Sk) ) +

a( E)
2 [ 1 - e

- A( t- t
s- 2

)
] .

如此递推, 最后可得

V is ( t, 5 is ( t) , 5 is( t + Sm - Sk) ) ≤e
- At
V i1( 0, 5 i1( 0) , 5 i1( Sm - Sk) ) +
a( E)

2 [ 1 - e
- At

]

≤e- At
V i

1
( 0, 5 i

1
( 0) , 5 i

1
( Sm - Sk) ) +
a( E)

2
.

令 V ( t, < ( t) , < ( t+ Sm- Sk) ) = m ax
j∈J

{V j ( t , 5 j ( t ) , 5 j ( t+ Sm- Sk) ) } . 则 V 是定义在 t∈I 上的

一个分段可微连续函数. 由上式可得

V ( t , <( t) , <( t + Sm - Sk) ) ≤e- At
V ( 0, <( 0) , <( Sm - Sk) ) + a( E)

2
[ 1 - e- At]

≤e
- At
V ( 0, <( 0) , <( Sm - Sk) ) +
a( E)

2
.
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此式显然与 s无关, 故在其中用 t+ Sk 代 t可得

V ( t + Sk, <( t + Sk) , <( t + Sm) ) ≤e- At+ S
kV ( 0, <( 0) , <( Sm - Sk ) ) +
a( E)

2
[ 1 - e- At+ S
k]

≤e- At+ S
kV ( 0, <( 0) , <( Sm - Sk ) ) + a( E)

2
< a( E)

2
+ a( E)

2
= a( E) .

从而, 只要 m≥k≥k0 ( E) , 就有

V ( t + Sk, <( t + Sk) , <( t + Sm) ) < a( E) .

也即对任意 i∈J , 有

V i ( t + Sk , 5 i( t + Sk) , 5 i( t + Sm) ) < ai( E) .

由条件 ( i) , 对任意 t∈I , 我们有

û5 i( t + Sk) - 5 i ( t + Sm) û< E,
于是

û<( t + Sk ) - <( t + Sm) û< l E.

这就表明 <( t )是渐近概周期的. 故由系统 ( 1)有概周期解 p ( t) , 它以B 为界. 利用前面定义的Liapunov

函数 V , 我们可以很容易地看出 p ( t) 是一致渐近稳定的, 且每一个保持在S B 内的解当 t→∞时都趋

近于 p ( t ) , 这样就得到了 p ( t) 的唯一性.

余下的结论显然. 证毕.
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