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　　摘　要　本文在 Donoho 提出的从噪声中恢复信号的非线性小波方法的基本原理的基础上, 并针对非线

性小波方法的核心问题——浮动阈值的设定提出了新的算法。通过算例证明, 所设计的浮动阈值在实际应用

中效果较好, 特别在低信噪比时信号恢复效果明显优于现常用的浮动阈值设计方法。
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Abstract　I n this paper nonlinear w avelet appr oach t o t he recover y of signal from no isy data propo sed by D . L .

Donoho is descr ibed. and a new improved algo rithm is pr ov ided aiming at the key pr oblem of the approach, thr esho ld

design. The practical computing examples show that this new alg or ithm is ver y efficient, especia lly when signal noise r a-

tio is low er, This algo rithm is evidently better than that o ften used now .
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数据测量经常受到各种噪声信号的干挠和影响, 例如测试环境中各种电磁干扰信号的存在, 电源、

接地、屏蔽和振动等环节都可能导入各种噪声信号。在实际工程应用中,为了提高参数辨识或数学建模

的准确度,在对测量数据进行分析处理之前,必须尽可能消除含于测量数据中的噪声信号。一般而言, 解

决噪声干扰既可以采用硬件抑制的方法, 如各种滤波电路设计和屏蔽措施; 也可以采用软件处理的方

法,即用各种信噪分离算法来消除噪声影响。软件处理方法由于灵活性强,适应面广而具有特别的重要

性,因此,各种信噪分离方法的研究一直是人们关心的问题。

传统方法通常采用线性平滑的滤波技术,其结果必然在降低噪声的同时展宽了信号的波形,平滑了

信号中锐变尖峰成份, 损失信号突变点可能携带的重要信息。尽管人们已经发展了许多抑制或降低噪声

的方法,但采集到的数据仍然混有噪声。噪声对数据或信号的影响或者以相乘的形式出现,即所谓乘性

噪声;或者以相加的形式出现,即所谓加性噪声。后者具有较大的普遍性。本文所讨论的主要是加性噪

声的数据处理和信号恢复方法。

计算机科学的迅速发展,为研究这类问题提供了硬件设备,而近来发展起来的小波理论为解决这类

问题提供了方法和软件,其中Donoho 提出的非线性小波方法从噪声中恢复信号效果最明显。要用非线

性小波方法很好地实现信噪分离,关键的问题是如何设计出好的浮动阈值,本文就这个问题提出了一种

新的算法。

1　非线性小波方法的基本原理

小波变换是将信号与一个在时域和频域均具有良好局部化性质的展缩小波函数进行积分,把信号

分解为位于不同频带和时段内的各个成分。

设 7 ∈ L
1∩ L

2且 7 ( 0) = 0则按如下方式生成的函数族 { 7 ab }

7 ab( t ) = ûaû-
1
27 t - b

a
　　b∈ R, a ∈ R

+
( 1)
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上式中 a为展缩尺度因子, b为平移因子, 7 为基本小波函数,且满足:

∫
∞

- ∞
7 ( t) dt = 0 和 C7 =∫R

û7 ( w ) û2

ûwû dw < ∞ ( 2)

信号 f ( t) 小波离散分解算式如下:

f ( t) = SJ f ( t) + ∑
J

j = 1

D j f ( t) ( 3)

SJ f ( t ) = ∑
k∈z

c J, kUJ, k ( t) ( 4)

D j f ( t) = ∑
k∈z

w j , k7 j ,k ( t) ( 5)

　　 上式中w j , k 就是信号分解的小波系数,其中 j 是分解的尺度因子, k 是位移因子, j = j 0 , j 1 ,⋯J , k

= 0, 1,⋯, 2j- 1 , cJ , k 是尺度函数分解系数。根据小波理论, 信号 f ( t ) 可以由小波系数精确重构。

信号的性质可以用它的小波系数来刻画,小波系数较大者,携载的信号能量较多, 小波系数较小者

携载的信号能量较少, 因此可用携载能量的多少作为衡量小波系数在信号中的权重大小。引入以信号能

量为判据的浮动阈值来作为甄别受到噪声污染的小波系数, 将等于和小于阈值的小波系数视为零而舍

去,把这些值当作噪声处理掉,仅仅用阈值以上的小波系数来重建原信号,既去掉了大部分噪声,又不致

于引起重建结果的明显失真,这就是非线性小波方法用于从噪声中恢复信号的实质。

假定要研究的是区间[ 0, 1]上的信号 f ( t ) ,观测所获得的相应数据为:

y ( t i) = f ( t i) + R*
z i　　i = 1, 2,⋯, n

其中 z i 是加性白噪声, R是噪声强度, ti 是等间隔的采样点,为方便计算,样本个数表示为n = 2J+ 1。从

噪声数据 y ( t) 中测出 f ( t ) 的方法由三个步骤组成:

( 1) 对数据 BJ + 1,k = y k / n 设定初条件,用正交小波基对数据做滤波处理,得出带有噪声的小波

系数W j , k, j = j 0 , j 1 ,⋯, J , k = 0, 1,⋯, 2
j - 1
。。

( 2) 非线性函数Gt( w ) = sgn( w ) ( ûw û- t) + 作用于数据并设定浮动阈值 t = 2lo g( n) R/ n , 由

此给出子波系数 w j , k 的估值 a
d
j , k 。

( 3) 令所有的 j > J 子波系数 a
d
j , k = 0 ,然后进行小波反演重建以求得信号 f ( t) 的估值 f

d( t) , t∈

[ 0, 1] 。

2　浮动阈值设计改进思想

当给定信号 f ( t ) ∈ L
2( R ) 及其二进小波变换 ûW 2j f ( t ) û作为已知条件时, 可以根据 ûW 2j f ( t ) û的

局部极大模位置及在这些点上的 W 2j f ( t) 之值来重建 f ( t ) ,这也可以理解为小波变换局部极大模及位

置携带了原信号的主要特征。白噪声在任何一组正交基中仍然是同样强度的白噪声,上述设计的浮动阈

值就基于了这种等强度的观点, 在甄除噪声的同时, 也去除掉了一部分信号, 当信噪比很大时,对恢复原

信号几乎没有什么影响,但是,当信噪比比较低时,就会去除很大一部分信号,原信号失真比较明显。根

椐小波变换局部极大模理论,在甄除噪声时,只要甄除掉白噪声的小波变换局部极大模所形成的那部分

系数能量,就可将大部分噪声去除掉。根据文献[ 4] , 白噪声的小波变换系数极大模的平均密度与尺度因

子 S 有如下关系式成立:

d s =
1
SP

‖7 ( 2)‖
2‖7 ( 1)‖

+
‖7 ( 1)‖
‖7 ‖ ( 6)

式中 d s是白噪声的小波系数极大模的平均密度, 7 ( 1) 和 7 ( 2) 是小波函数 7 的一阶微分和二阶微分。从
式( 6)可以看出,系数极大模的平均密度 d s与尺度因子 S 成反比。如此, 本文所设计的浮动阈值如下式:

t = 2log ( n)
R/ s ( 7)

式中 R是通过噪声小波系数极大模估计出的噪声强度。

3　算例分析

分别对高信噪比和低信噪比两种例子分别进行了计算处理,所得结果如图 1和图 2所示(各图从上
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图 1　高信噪比时两种浮动阈值噪声去除图

Fig . 1　N ois e sup pres sion of tw o threshold w hen signal noise rat io is high

图 2　低信噪比时两种浮动阈值噪声去除图

Fig . 2　Nois e sup pres sion of tw o threshold w hen signal noise rat io is low er

而下依次是原信号+ 噪声、原信号、采用本文所提出的浮动阈值去除噪声后的信号、采用同强度理论所
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提出的浮动阈值去除噪声后的信号图)。

4　结论与建议

从以上算例可以看出, 在高信噪比时, 本文所提出的浮动阈值设计方法与现常用的浮动阈值在去除

噪声后,都能保持原信号的大部分特征, 基本上不失真, 这是由于此时噪声能量与信号能量相比很低的

原因;在低信噪比时,本文所提出的浮动阈值与现常用的浮动阈值在去除噪声中比较, 从图 2可以明显

看出,本文所提出的方法优于现常用的浮动阈值设计方法。

通过算例知道, 应用非线性小波方法进行噪声去除, 其去除的质量与选取的正交小波基、浮动阈值

的设置方法、小波分解尺度的大小都有着密切的关系。( 1) 选取的正交小波基应具有高阶消失矩。如果

消失矩很低, 则原信号中的某些奇异点就不能被检测出来,阈值以后就会消弱原信号在这些点的奇异特

征,造成去除噪声后的信号大大失真。从图中可看出由于所选取的正交小波基所具有消失矩小的原故,

恢复后的前一小段信号与原信号相比有一定的差别; ( 2) 一般有两种小波系数的阈值方法为

sign( w j , k( ûw j , kû- T ) + 和w j , k* ( ûw j , kû> T ) 。在信噪比很大时, 采用第二种方法,可以减少计算量, 同

时也能满足一定要求, 但与第一种方法相比显然是比较粗糙的。一般尽可能采用第一种方法,其滤除噪

声的质量较第二种方法高。( 3) 选取比较大的小波分解尺度,一般取 J = log2 leng th f ( t) - 1 ,这样

可最大限度的去除噪声。
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