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　　摘　要　非圆链传动中, 两链轮分度线为非圆形, 该曲线数学表达式是一个非线性函数方程组,严格求解

这一函数方程组似乎毫无希望,但是依据动力学的方法可以构造此曲线的切线系,即一切线多边形。从而将

这一问题转化为求与切线多边形每条边相切的逼近曲线。
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Abstract　T he mathematica l descr iption of chain-wheel dr iv es with tw o fixed non- cr icular w heels, a tr ansm ission

chain of constant leng th and g g ive non-co stant velocity-ratio leads to a system of nonlinear functional equa tions. It

seems impossible t o so lve this equations , but w e can construct a set o f t angents o f thesse w heels by kinem atic methods.

The desired cur v e can be approx ima ted by const ructing spline cur ve. This paper considers piecewise raional cubic Bezier

cur ve w hich has all these tangents as tangent s, the cur ve is G2-cont inuous and shape-preserv ing .
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在机械设计中,有关非圆链传动的问题,其中绕定轴转动的主、从动链转分度线为非圆形,传动链为

定长,两轮传动比为给定的非常数值。求两链轮分度线曲线的方程,得出了一个非线性方程组,严格求解

这一函数方程组似乎毫无希望, 但是通过动力学方法可以构造此曲线的一组切线系,即一个闭的切线多

边形[ 1]。该多边形应该随链轮呈外凸性,这样求非线性函数方程的复杂问题便转化为一个求与切线多边

形每边相切的几何问题。解决这一几何问题的有效方法就是找到该分度线的逼近曲线。文[ 1]中描述的

分段三次 Bezier 逼近曲线有三个缺点:其一, 必须求解一个大型的矢量线性方程组,计算量大;其二, 对

参数的不同选取, 使逼近曲线可能出现多余的拐点, 从而失去保凸性;其三,逼近曲线形状不能作局部修

改,给节曲线设计带来困难。

1　有理三次 Bezier 曲线及性质

设有理三次 Bezier 曲线
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w 3 ,且权因子 w i> 0. 显然有
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令
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则( 1)可改写为

r ( u) w ( u) = r
*
( u)
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从而有下面端点信息公式
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端点曲率公式
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2
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3w 2
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其中a i= bi- bi- 1 .

文[ 3]证明当 b0, b1, b2 , b3确定的控制多边形为凸, 且w i> 0( i= 1, 2, 3) ,则 r ( t )是凸曲线 .

2　逼近曲线的构造

设 v 0 , v 1 ,⋯, v n是平面为 n+ 1个顶点, 如图 1.

图 1　凸切线多边形

Fig. 1　Convex T angent Polygons

　　我们构造一闭分段三次有理 Bezier 曲线 p ( u) , p ( u)是与切

线多边形每边相切,几何上( G
2
- )连续曲线。为使曲线段尽可能

少,我们选择三次有理 Bezier 曲线段的两个端点在切线多边形

边上,且为切点,曲线在切点处达到 G
2连续。

为方便起见, 将凸多边形顶点作扩充

v n+ 1 = v 0 ,　v n+ 2 = v 1

由于凸多边形有 n+ 1条边, 所以有n+ 1个切点, 从而 p ( u)有 n

段有理三次 Bezier 曲线。

设第 i 段有理三次Bezier 曲线为

p i( u) =
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j 为 Bezier 点,切点

b
(i)
0 , b
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3 在多边形边上。

取

b
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( i)
0 = Kiv i- 1 + ( 1 - Ki) v i,　i = 1, 2,⋯, n + 1

式中 Ki 是切点调节参数且 0< Ki< 1.

注意 b
( 0)
0 = b

(n+ 1)
0 ,为保证每段曲线为凸曲线,其它 Bezier 点的选取为:
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式中 0< 1i , ui< 1是可调参数。

由上面 Bezier 点的选取可知:每段曲线是凸曲线,且只能与切线多边形一致。接下来我们确定有理

Bezier 曲线的权因子以保证所有曲线段是G
2
连续。由 Bezier 曲线端点性质( 2)知:
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即曲线 p ( u)是连续的封闭曲线。又
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上式证明曲线在连接点(切点处)是 G1连续。

设 p i ( u)在两端点的曲率为 ki ( 0) , k i( 1)则由信息公式( 3)有:
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要使曲线达到 G
2
连续,必须有

ki- 1 ( 1) = ki ( 0) , 　i = 1, 2, , n + 1 ( 4)

式中 k n+ 1( 0) = k0 ( 0) .

为方便起见, 记
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则由( 4)可得:
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则( 5)式化简为
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　　为使问题简化,取
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由( 6)知:只要确定相应的w
( 0)
3 , w ( 1)

3 ,⋯, w ( n)
3 ,即可由( 6)式求出 w

( 0)
0 , w ( 1)

0 ,⋯, w ( n)
0 。反过来只要确定

w
( 0)
0 , w

( 1)
0 , ⋯, w
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( 0)
3 , w
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3 。从而证明了曲线 p ( u)是 G

2连续的。

图 2　链轮分度线线拟合

Fig. 2　Chain- w heel f it t ing

3　结论和实例

从上面分析可知, 只要选取初权因子 w
( 0)
3 ,

⋯, w
(n)
3 , 则由( 6)式求出 w

( 0)
0 , w

( 1)
0 ,⋯, w

( n)
0 , 从而

使节曲线 p ( u)达到 G
2
连续。P( u)的构造过程简

单,编程方便,整条曲线局部可修改, 即修改切点

仅仅影响两段相应的 Bezier 曲线的形状,调整权

因子, w ( i)
3 仅使与之相应的下一段曲线发生变化。

下面用一个例子表明链轮分度线拟合。

给定链轮分度线的一切线多边形,当取 Ki=
1/ 4时, 它的三次有理 Bezier 样条拟合曲近线如

图 2所示。
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