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　　摘　要　提出了有限元方法和数值积分相结合获得多柔体系统集中参数模型的近似方法, 并基于 la-

gr ange 方程, 对有根树型拓扑结构的多柔体系统进行建模。
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Abstract　T his paper presents an approx imat e method of flex ible multibody system lumped par ameter model com-

bined finite element w it h numerica l integ rat ion. Based on Lag range's method, the flex ible multibody dynamics model of

ro ot ed topo log ical t ree is built.
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近十多年来, 多体动力学迅速发展, 多体系统的理论建模方法、计算机模拟及工程应用十分活跃,

多柔体系统本质上是一分布参数系统, 具有无穷维和对体积积分的表示形式, 对其进行分析十分困难。

通常对多柔体系统动力特性分析研究的方法有: ( 1) 以有限元为代表的离散方法; ( 2) 连续模型方法;

( 3) 混合模型方法; ( 4) 其它方法[ 1, 2]。随着计算机运算速度的提高和存储空间的增大, 有限元方法的

运用越来越广泛。离散方法一般是近似处理的方法, 如有限元近似, 模态计算线性化近似, 模态截断

近似等, 通过近似把复杂的分布参数形式的模型转化为集中参数模型。本文主要讨论用有限元方法, 结

合数值积分手段, 获得多柔体系统集中参数模型的方法。

图 1　第 i 单元位移

Fig. 1　Disp lacem et of ith s egm ent

1　梁的模型参数

梁的模型参数可用有限元方法计算, 记:

ui = [ ui- 1 , Ci- 1, ui, Ci] T
( 1)

称 u i为第 i单元的结点位移,下画线标记为坐标分量表示。ui- 1 ,

ui 为左右两端点在 y 方向的线位移, Ci- 1, Ci 分别为左右两端点

的角位移 (见图 1)。

单元内任一点的位移可插值表示为

u( x , t ) = N ( x ) ui ( t)　(线位移)

u
a( x , t ) = N ( x ) u

a
i ( t)　(角位移) ( 2)

其中N ( x ) 为多项式向量:
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式中 l i 为单元长度。令

D2i- 2 = u i- 1, D2i- 1 = Ci- 1, D2i = u i- 1, D2i+ 1 = Ci
D= [ D0, D1, D2 ,⋯, D2N

g
+ 1 ] ( 4)

称 D为整梁的结点位移, N g为单元数。应用有限元法可算得梁的固有频率与固有振型为
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引入模态坐标:

N= [N1, N2 ,⋯, NNm ]
T

则 D= ∑
N

m

j= 1
<jNj　或 Di = ∑

N
m

j = 1
<ijNj　( i = 1, 2, ⋯, 2N g + 1) ( 6)

2　多柔体运动参数

图 2　柔体变形描述

Fig. 2　Deform at ion of f lexible b od y

2. 1　方向余弦阵

设 B j体相对于参考体B j 的刚性角位移为Hj ,若不考虑B j

与 B j 的弹性位移时,其位置应为 O j - O j - O k,若只考虑 B j

的弹性位移,其位置为 Oj - O
′
j - O

′
k。如同时考虑 B j 与B j 的

弹性位移时,其位置为Oj - O
′
j - O

″
k(见图2) , B j 体相对B j 体

的方向余弦K i与B j体的刚性角位移Hj有关,还与参考体末端

的弹性角位 Cj d有关,相对 B j 体的转角为 Hj + Cj d ,设 B j 体有

N j 个有限元结点, 则 Cj d 可用 B j 体的模态坐标 Nj 表示为

Cj d = ∑
N

mj

i= 1

<( 2N
gj

+ 1) iNj i ( 7)

<( 2N
gj

+ 1) i 为 B j 体第 i 振型的第 2N gj + 1分量, N mj 为 B j 体的

模态截断数, Nj i 为坐标第 i分量。选择的浮动坐标系与不发生弹性位移时的刚体体坐标系一致,原点在

与参考体铰接处, x 轴向为切线方向。这样选择浮动坐标系的优点是描述方便,并便于单向递推, 缺点是

只能处理小变形问题。B j 与 B j 体浮动坐标系之间的方向余弦可表示为

K j =

cos(Hj + Cj d ) - sin(Hj + Cj d ) 0

sin( Hj + Cj d ) cos(Hj + Cj d ) 0

0 0 1

( 8)

2. 2　 B j 体角速度

考虑B j 体在 Oj 处的弹性角速度 Caj d 的影响后, B j 体角速度 W j 为以下递推形式:

W j = K
T
j W j + 8 j + K

T
j Caj d　　　j = 1, 2, ⋯, n ( 9)

其中: 8 j = [ 0　0　Haj ] T

Caj d = [ 0　0　Caj d ] T
　　Cj d = ∑

N
m
j

i= 1
<( 2N

g
j + 1) iNj i

2. 3　 B j 体内任一微元的速度

B j 体内任一微元的矢径为(在 B j 体坐标系中的表示)

r j ( x , t) = K
T
j r j d + Qj + uj ; 　　r j d——Oj 铰矢径

Qj = [ x　0　0] T　　u j = [ 0　u j ( x , t )　0] T
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V j = K
T
j V j d + W j × (Qj + uj ) + u

a
j ( 10)

3　几个基本积分式

为了推导系统的动能及偏导数, 先计算与弹性位移有关的积分。

有关u( x , t) 的积分计算公式: 设单元长度 li ,单元质量 mi ,密度为 Q,横截面积为 A , 则

∫
m

u( x , t) dm= ∑
N

g

i= 1
∫

l
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0
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l i
[∫

l
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0
N ( x ) dx ] ui ( t)

= ∑
N

m

j = 1
C jNj ( t ) = C N( t )

其中 C = [ C1 , C2, ⋯, CN
m
] ; C j = ∑

N g

i= 1
mi[

1
2

( <( 2i- 2) , j + <( 2i) , j ) +
l i

12
( <( 2i- 1) , j - <( 2i+ 1) , j ) ] ( 11)

　　同样方法, 可获得下列积分计算公式:

∫
m

x u( x , t) dm = D N( t ) ( 12)

d i = ∑
N

g

k= 1

ml
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( 10k - 7

20
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<2k+ 1, i )

∫
m

u
2
( x , t) dm = NT

MM N ( 13)

MM = diag [ M11 M 22⋯ MNmNm] ,　　　M ii = <T
M i<

　　M i 为质量矩阵, 由有限元计算给出, 当 <i 为归一化振型时,

M ii = 1　　　i = 1, 2,⋯, N m

　　应变势能: U = 1
2
DT

K D= 1
2
NT

K K N ( 14)

K K = diag [ K 11 , K 22⋯K N
m
N

m
]

K ii = K2
iM ii　　　i = 1, 2, ⋯, N m

当 <i 为归一化振型时, K ii = K2
i　　　i = 1, 2,⋯, N m

其它计算公式:

G j =∫
m

u j dm = [ 0　C j Naj　o] T ( 15)

B j j =∫
m

B j dm =

0 0 C jNj

0 0 - m j x cj

- C jNj m j x c j 0

; 　其中: B j =

0 0 ui

0 0 - x i

- u i x i 0

( 16)

C j j =∫
m

B
T
j B j =

NT
j MM jNj - D jNj 0

- D jNj I z j 0

0 0 NT
j MM jNj + I z j

( 17)

H j =∫
m

B
T
j u
a
jdm = [ 0　0　 - D jN

õ

j ]
T

( 18)

S j k =∫
m

5B T
j

5qk
B j dm =

5Nj
5qk

MM jNj - D j

5Nj
5qk

0

0 0 0

0 0
5Nj
5qk

MM jNj

　　式中: x cj——B j 体质心 C j 在 B j 体坐标系中的 x 坐标; 　I z j——B j 体对 Z j 轴转动惯量。
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4　Lagrange方程

由 T = ∑
n

i= 1
T i　　T i =∫

m

1
2
V

T
i V idm

d
dt

5T
5qA -

5T
5q A= QA-

5U
5qA,　A= 1, 2,⋯, N ( 19)

qA为系统广义坐标,包括刚性角运动和柔性模态坐标,总自由度为N ,将V i表示式代入方程, 展开并作近

似积分, 可得各项表示式如下:

5T i

5qA =∫
m

5V T
i

5qAV idm =
5V id

5qA ( miV id - B iiW i + G i) - W
T
i

5B ii

5qAV id + W
T
i S iiW i ( 20)

5T i

5qaA =∫
m

5V T
i
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5V id
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5w T

i
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T
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a
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其中: A
(i)
AB =
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5qaA mi
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V
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5V T

id

5qaA mi

5V id

5qaB -
5B ii

5qBW i - B ii

5W i

5qB +
52
W

T
i

5qaA5q B( B
T
iiV id + C iiW i + H i)

+
5W i

5qaA
5B ii

5qBV id + B
T
ii

5V id

5qB +
5C ii

5qBW i + C ii
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5qB +
5G T

i
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5V id

5q B -
5H T

i

5qaA
5W i

5qB

　　势能:
5U
5qA= ∑

n

i= 1

5NT
i

5qAK K iNi ( 22)

　　广义力: 设作用于铰 Oi的力矩为L R
i
( i = 1, 2,⋯, n) , 作用于B j 体的力为分布力 f i( x , t) ,方向沿 y

轴, 即

f i = [ 0　f i ( x , t)　0] T　　　i = 1, 2, 3,⋯, n

　　如果 f i 是作用于某一点 x
*
的集中力, 则可表示为

f i( x , t) = f ( x
*

, t ) D( x - x
*

)

QA= ∑
n

i= 1∫
li

0
f

T 5V i

5qAdx + L
T
Ri

5W i

5qak ,　　a = 1, 2,⋯, n ( 23)

5　结束语

多柔体系统集中参数模型的推导极其复杂, 本文仅讨论了近似建模的方法及Lagrange 方程的递推

表示式, 详细模型的推导手工难以完成, 借助计算机代数系统 M athemat ica, 整个推导和仿真计算已形

成软件系统。通过具有三个柔性杆的五体空间机械臂数字仿真表明: 该方法适合符号推演。由于数值

积分与有限元拟合方法基本相同, 其精度与有限元方法相近。
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