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　　摘　要　本文在赋边权 w 和顶点权 H的网络中,建立了最小费用树问题的网络模型。文中对问题的复杂

性进行了讨论并给出了求解问题的算法。
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Abstract　I n t his paper , w e construct the netw ork m odel of the minimum cost t ree in the netw ork w it h node w eight

function Hand edge w eight w . We also discuss the complexity o f t he pr oblem and g iv e alg or ithms to so lv e the pr oblem .
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1　网络模型的建立

某地区有较为发达的水上运输网,并在经济中发挥着重要的作用。但随着吞吐量的迅速增大,水运

管理混乱的负面影响逐渐暴露出来。为改变河道拥挤,交通不畅及河道老化的现状,地方政府决定投资

重修一些河道,使其构成四通八达的地区运输水网, 并在沿途的货物集散地建立河道管理部门。现已知

重修集散地之间河道的费用以及建立管理部门所需的费用和它所参与管理的河道数量的关系。问应选

择何种方案, 使新修河道在保证相互连通的前提下, 总费用最少。为此, 建立如下网络模型。

给定无向网络 G= ( V , E, w , H) ,其中 w : E→R, H: Z+
→R, 并记

T = {T ûT 为网络G 的支撑树}

对任意 T∈T ,定义:

w- ( T ) = ∑
vEV
H( dT( v ) ) + ∑

e∈E( T )

w ( e)

如果T
* ∈T 且 w

- ( T
* ) = min

T∈T
w
- ( T ) ,则称 T

*为网络 G 关于权( w , H)的最小费用树。

针对 H函数的不同形式, 本文将相应地进行讨论。文中涉及的概念和记号均见[ 1]。

2　线性顶点权最小费用树

给定网络 G 的一棵支撑树 T ,一种简单的情况是 H( dT ( v ) )是关于 dT ( v )的线性函数,即H( dT ( v ) )

= A( v ) dT ( v ) ,其中 A( v )是一个仅与顶点 v 相关的常数, dT( v )是顶点 v 在支撑树 T 中的度。下面就对这

种情形进行讨论。

在网络 G= ( V , E , w , H)中,一条边 e= v iv j 的“总权”w~( e ) > w ( e) + A( v i) + A( v j ) , 则可得新网络G
~=

( V , E, w~) .对于原网络 G 的最小费用树和 G
~= ( V , E , w~)的最小树,它们之间有如下关系:

定理 1　网络 G= ( V , E , w , H)的支撑树 T 为关于权( w , H)的最小费用树Z T 为 G
~= ( V , E, w~)的最

小树。
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证明　只须证明对任意 T∈T ,均有

w
-

G ( T ) = w
~

G
~( T )

为此,任取 T 中的一条边 e= v iv j , 考虑它对上式两边的“贡献”。

1°对 w- G ( T )的贡献: 由 w- G( T )的定义, w- G ( T ) = ∑
v∈V

A( v ) dT ( v ) + ∑
e∈E( T )

w ( e) ,则 e的“贡献”为 w ij +

A( v i ) + A( v j ) .

2°对 w
~

G
~( T )的贡献:由 w

~
G
~( T ) = ∑

e∈E( T )
w
~ ( e) ,则 e的贡献为 w

~
ij= w ij+ A( v i ) + A( v j ) .

综合 1°, 2°可知定理的结论成立。

根据定理 1,我们可以把求解网络 G= ( V , E , w , H)的最小费用树化为求解网络 G
~= ( V , E , w~ )的最

小树问题。采用求解最小树问题的任一算法求出网络 G
~ 的一棵最小树,我们就得到了网络 G 的具有线

性顶点权的最小费用树。

当 网 络为有 向网 络 D = ( V , A , w , H) 且 H( d
+
T ( v ) ) = A( v ) d

+
T ( v ) 时, 我 们 可定 义

w
~( v i , v j ) = w ij+ A( v i ) ,把网络 D 化为 D

~= ( V , A , w~) , 并在 D
~ 上用朱- 刘算法求出 D

~ 的最小树形图, 即

得到原网络 D 的最小费用树形图。

3　最小费用树问题是 NP 难题

在实际应用中,线性顶点权往往不能真实反映情况, 因而须考虑 H为 dT ( v )的非线性函数的情形。

引理 1[ 2]　给定正整数集 S ,其中 1∈S ,且ûSû≥2,则对于任意平面图 G
-= ( V , E) , G- 中是否存在支

撑树T , 使得 dT ( v )∈S (P v∈V )是 NPC 问题。

在网络 G= ( V , E , w , H)中,设ûV û= n, ûEû= m ,并限制G 为平面图且w ( e)为常数(P e∈E( G ) )。对

于 G 的任意一棵支撑树 T ,∑
v∈V

dT ( v ) = 2n- 2, 则 dT ( v )的任意排列为不定方程 x 1+ x 2+ ⋯+ x n= 2n- 2

的一个解。设{ x
*
1 , x

*
2 , ⋯, x

*
n }为问题

min{H( x 1 ) + H( x 2) + ⋯ + H( x n ) }

x 1 + x 2 + ⋯ + x n = 2n - 2

的最优解,且对应的最优值为 L ,则判定问题:

在集合T = {T ûT 为 G 的支撑树}中,是否存在 T∈T , 使得∑
v∈V

H( dT( v ) )≤L 就等价于 G 中是否

存在支撑树 T ,使得{ dT ( v ) ûv∈V } = { x
*
1 , x

*
2 ,⋯, x

*
n } .

由引理 1, 这是一个 NPC 问题,于是有

定理 2　最小费用树问题是 NP 难题。

4　近似算法

我们知道,在取线性顶点权的情况下, H的形式为 H( dT ( v ) ) = A( v ) dT ( v ) ,于是,如果我们把其它形

式的 H( dT ( v ) )也平均分配到边上, 则可得到一近似线性顶点权, 这样的分配可能是
H( 1)
1

,
H( 2)
2

,⋯,

H( dG ( v ) )
dG( v )

之一, 将这些情况取平均值, 则对应于顶点 v , 取 A~( v ) = H( 1)
1

+
H( 2)
2

+ ⋯+
H( dG ( v ) )
dG( v )

/ dG

( v ) ,并视其为线性顶点权系数,则取 H( dT ( v ) ) = A~( v )·dT ( v ) ,就把问题化为线性顶点权最小费用树问

题,再用求解该问题的算法求解,即可得到一个非线性顶点权最小费用树问题的近似解。算法具体描述

如下:

Step1　在网络G 中,对每个顶点 v , 求出相应的 A~( v ) .
Step2　对网络 G 在这种近似线性顶点权情况下, 利用求解线性顶点权最小费用树的任一算法, 即

得一近似解。

上述算法在 H为线性函数时,可以求得问题的最优解。
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5　两个特殊的例子

如果网络 G= ( V , E, w , H)中只含有唯一的圈 C,则称 G 为单圈网络,在单圈网络 G 中,在 w 和 H均
无任何限制时,我们可以求得 G的最小费用树。

设在单圈网络 G 中, C= v 1v 2⋯v k v 1为 G 的唯一圈,且顶点 v 1, v 2 ,⋯, v k 的度分别为dG( v 1) , dG ( v 2 ) ,

⋯dG( v k) .我们知道, 此时当且仅当去掉 C上的一条边时,我们可以得到G 的一棵支撑树,而费用的改变

量为w ( e ) + H( dG ( v i ) ) - H( dG( v i ) - 1) + H( dG( v j ) ) - H( dG( v j ) - 1) , 其中 e= v iv j , e∈E ( C) ,并记此改变量

为 D( e) ,显然,计算所有 D( e)的计算量为 O(m) ,记 D( e) ( e∈E ( c) )的最大值为 D( e* ) , 则最小费用树为

G- { e
*
} .

给定网络 G= ( V , E, w , H) ,我们讨论下面情况下的最小费用树:

( 1) w ( e ) = const= u(P e∈E ) .

( 2) H函数满足 H(A) - H( A- 1) < H( B) - H( B- 1) , 其中 A、B∈Z
+
, B< A. 条件( 2)是因为实例中的 H

函数一般当顶点度增大时, 关于度的均值越小, 即

H(A) / A< H( B) / B (A> B)
进一步,我们认为 H(A) - H( A- 1)随着 A的增大而减小。

( 3) 网络 G 中至少有一个支配顶点, 即存在 v∈V ,对任意 v′∈V \ { v} , vv′∈E .

引理 2　满足条件( 2)的函数 H具有性质: H( n- 1) + ( n- 1)H( 1)≤∑
k

i= 1
l iH( i ) ,若∑

k

i= 1
i·l i= 2n- 2, k,

n, l i∈Z
+
.

证明　把不等式展开为

H( n - 1) + ( n - 1)H( 1) ≤ l1H( 1) + l2H( 2) + ⋯ + l kH( k)
　　其中 l 1+ 2l 2+ ⋯+ k lk= 2n- 2.则原不等式等价于

H( n - 1) + ( n - 1 - l 1)H( 1) ≤ l 2H( 2) + l 3H( 3) + ⋯ + l kH( k)
Z H( n - 1) + ( n - 1 - l 1 - l2 - ⋯ - l k) H( 1)

≤ l2 (H( 2) - H( 1) ) + l 3(H( 3) - H( 1) ) + ⋯ + lk (H( k) - H( 1) )

Z H( n - 1) - H( n - 1 - l 2) + H( n - 1 - l 2)

- H( n - 1 - l 2 - 2l3 ) + ⋯ + H( n - 1 - l2 - 2l3 - ⋯ - ( k - 2) l k- 1 )

- H( n - 1 - l 2 - 2l 3 - ⋯ - ( k - 1) lk )

≤ l2 (H( 2) - H( 1) ) + l 3(H( 3) - H( 1) ) + ⋯ + lk (H( k) - H( 1) )
由 H( n - 1) - H( n - 1 - l 2) ≤ l 2(H( 2) - H( 1) )

H( n - 1 - l2 ) - H( n - 1 - l2 - 2l 3) ≤ l 3( H( 3) - H( 1) )
�

H( n - 1 - l 2 - 2l 3 - ⋯ - ( k - 2) lk- 1 - H( n - 1 - l 2 - 2l 3 - ⋯ - ( k - 1) l k)

≤ l k(H( k) - H( 1) )
　　将以上各式相加, 即得

H( n - 1) + ( n - 1)H( 1) ≤ l 1H( 1) + l 2H( 2) + ⋯ + l kH( k) .
　　定理 3　在该网络中,最小费用树是任一以某支配顶点为“中心”的星形图,其费用为:

H( n - 1) + ( n - 1) H( 1) + ( n - 1) a

　　由引理 2, 上述定理显然成立。

那么,在一个具有该种性质的网络中, 求最小费用树,就是找一个支配顶点,其复杂性为 o( n) .
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