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　　摘　要　给出了 C- M 环、Gorenst ein 环和正则环上 C- M 模的同调性质, 并用这种性质描述了这三种

环的联系与区别。
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Abstract　We have obtained tw o cr iter ia of three classes of lo cal r ings in commutativ e alg ebra w ith homo lo gical

methods.
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本文所考虑的环都是指含有单位元的交换诺特环。在交换代数和代数几何中, C - M 局部环、

Gorenstein局部环、正则局部环起着重要的作用。众所周知,对于局部环( R , m, k )而言: R 是C- M 环Z
极大正则序列生成m- 准素理想; R是 Gor enstein环Z 极大正则序列生成不可约m- 准素理想; R 是正

则环Z 极大正则序列生成理想 m。我们把这种描述为内部刻划。本文的目的是利用模的同调维数、Ext

函子、Matl is 对偶等理论,给出这三种环的两个具有比较意义的同调刻划定理。我们称之为外部刻划。

在我们的讨论中, 要用到一些结果,这些结论在[ 1, 3]中可以找到,我们罗列如下。

引理 1　( Intersect ion T heorem )设 R 是局部环,M 是有限生成 R- 模且 p dRM < + ∞, N 是任意

有限生成R- 模,则有 dim N≤pd RM + dim (Má RN ) ,特别地取 N = R 有 dimR≤p dRM + dimM。

引理2　( Roberts- Bass)设( R , m)是局部环, 如果存在非零有限生成 R- 模M ,使得 idRM < + ∞,

那么R 是 C- M 环。

引理 3　( Foxby )设 R 是局部环,M 是 R- 模,如果 idRM < + ∞, P d
R
M < + ∞, 那么 R 是 Goren-

stein 环。

引理 4　( Rober ts)设( R , m, k )是局部环, dimR= d, 如果 Bass数 Ld R( R ) = dimkEx t
d
R ( R /m, R ) = 1,

那么R 是 Gor enstein环。

下面我们再证一个有用的引理。

引理 5　设 M 是( R , m, k)有限生成模, x 1 ,⋯, x d是 M - 正则列。则

( 1) 如果 idRM = r< + ∞,那么 idRM / ( x 1,⋯, x d )M = r ;

( 2) 如果 pdRM= s< + ∞,那么 p dRM / ( x 1,⋯, x d )M = s+ d。

证明　( 1) 由归纳法,我们只要证 d= 1的情形。设 N 是任意的有限生成模, 由短正合列:

0→ M →
x

M → M / xM → 0

　　导出长正合列:
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Ex t
r
R ( N ,M ) →

x

Ex t
r
R( N ,M) → Ex t

r
R( N ,M/ xM )

→ Ex t
r + 1
R ( N ,M) → Ex t

r+ 1
R ( N ,M ) → Ex t

r+ 1
R ( N ,M / xM )

→ Ex t
r + 2
R ( N ,M)

　　由于 Ex t
r+ 1
R ( N , M) = Ex t

r + 2
R ( N ,M ) = 0,因此 Ex t

r + 1
R ( N ,M / xM ) = 0,这说明 idRM / xM≤r。如果

idRM / xM < r , 则 Ex t
r
R ( N , M / xM ) = 0, 因此 Ex t

r
R ( N , M ) = xEx t

r
R ( N , M ) , 由 Nakayama 引理有

Ex t
r
R( N ,M) = 0,这与 idRM = r 矛盾。因此 idRM / xM = r。

用同样的方法可证( 2)。

定理 1　设( R, m , k)是局部环,W = {非零有限生成 C- M 模} , U= {M∈WûidRM < + ∞} , V = { M

∈W ûpdRM< + ∞} ,则下述结论成立:

( 1) R 是 C- M 环Z U≠<Z V≠<;
( 2) R 是 Gorenstein 环Z U= V≠<;
( 3) R 是正则环Z U= V= W≠<。
证明: 　( 1)设 R 是 C- M 环, x 1, ⋯, x d 是极大正则列, M = R/ ( x 1 ,⋯, x d ) , E= E ( R /m) ,M v=

H omR (M , E)。M 的长度与M
v
的长度相等, 即0< l (M) = l (M

v
) < + ∞, 故M

v
∈W。对任意 R-模N , 由

Matlis 对偶有 Ex t
i
R ( N , M v ) = Tor

R
i ( N ,M ) v ,由 p dRM = d 知 f dRM≤d, 因此当 i≥d + 1时有 Ex t

i
R ( N ,

M
v
) = 0,即 idRM

v
≤d。因此 M

v
∈U ,显然 R∈V。

如果U≠<,由 Roberts- Bass 定理知 R 是 C- M 环。

如果V≠<,设 M∈V ,由相交定理和 A- B公式有:

dimR ≤ pdRM + dimM = depthR - depthM + dimM = depthR

因此R 是 C- M 环。

( 2)“a ”由 Foxby 定理即得证。

“] ”由于 Gorenstein 环是 C-M 环,因此U≠<, V≠<, 我们的目的是证明 U= V。设 U′, V′分别是U

与 V 的有限长度模子集,由于我们考虑的是 C-M 模, 由引理 5,只要证 U′= V′。

为此先证明这样一个事实: 在交换诺特环上,M 是有限生成模,如果平坦维数 f d RM < + ∞, 那么

f dRM = pdRM。显然在任何情况下有 f dRM≤pdRM。设 f dRM = n,对 M 进行极小自由分解:

→ P n→
A
n

P n- 1→⋯→ P 1→ P0→ M → 0

由于 f dRM= n, ImAnA P n- 1, ImAn为平坦模且有限生成,从而为投射模,故 pdRM≤n,结合起来有 f dRM

= p dRM = n。

下面证明 U′= V′。

设 pdRM < + ∞,因此 f dRM= pdRM < + ∞。考虑M 的极小自由分解:

→ Pn →P n- 1→⋯→ P 1→ P 0→ M → 0

P i 的内射维数即 A 的内射维数,从而有限,分解为一组短正合列后即可得 idRM < + ∞,即 V′A U′。

如果 idRM < + ∞,由 0< l (M) = l (M
v
) < + ∞, 有M

v
是零维模。由 Matl is 对偶有 id RM = f dRM

v
<

+ ∞,从而 pdRM
v< + ∞。再由已证的事实 V′A U′有 idRM

v< + ∞, 利用 Matlis 对偶 f dRM = idRM
v 有

pdRM= f dRM< + ∞。此即 U′A V′。

( 3) “] ”结论显然。反之取M = k ,注意 g l. dimR= idRk= pdRk< + ∞即得结论。

定理 2　设( R, m , k)是局部环, dimR= n, E= E ( k) ,M v= HomR (M , E) , 则下述结论成立:

( 1) R 是 C- M 环Z 对任何有限长度模 M 有Ex t
i
R (M , R) = 0( i< n) Z H

i
m( R) = 0( i≠n) ;

( 2) R 是 Gorenstein 环Z 对任何有限长度模 M 有 Ex t
n
R( M , R )µ M

vZ H
i
m( R ) =

0( i≠ n)

E ( i = n)

;

( 3) R 是正则环Z 对任何有限长度模 M 有 Ex t
n+ 1
R ( M ,M ) = 0。

证明　( 1)注意到 Ex t、H m与 depth 的关系以及depthR≤dimR,我们有: R 是C- M 环Z depthR=

nZ min{ iûEx t
i
R ( R/m , R)≠0} = min{ iûH i

m( R )≠0} = nZ Ex t
i
R( R /m, R ) = H

i
m( R ) = 0( i< n)
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考虑到对任意模 M 有 H
i
m(M ) = 0( i> dimM ) , 要证( 1)只要再证当 Ex t

i
R( R/m, R) = 0( i< n)时, 对

任意有限长度模M 有 Ex t
i
R (M , R) = 0( i< n)。固定 i( i< n) ,对 l (M )进行归纳。显然 l(M ) = 1时成立。

设 0→M 1→M→k→0, l ( M1 ) = l (M ) - 1< + ∞, 由长正合列有 Ex t
i
R ( M1 , R )→Ex t

i
R ( M , R )→

Ex t
i
R( k , R) ,再由归纳假定 Ex t

i
R (M1 , R ) = Ex t

i
R( k , R) = 0, 因此Ex t

i
R (M , R ) = 0。

( 2) 先证第一个等价关系。

“] ”设 0→R→E
0→E

1→⋯→E
n→0为 R 的极小内射分解,其中 E

i= Ý ht( p) = iE( R / P )。当 p≠m时,

Hom R ( R /m, E ( R / P ) ) = 0,因为 HomR ( R /m, E ( R / P) ) = { x∈E ( R/ P ) ûmx = 0} , mx = 0Z mA O ( x ) A

P ,因此 x = 0。

用同于( 1)中的归纳法可证明当 l (M ) < + ∞时有: H omR (M , E ( R / P ) ) = 0, 其中 p≠m。因此

Ex t
n
R(M , R )µ H omR (M , En) = H omR (M , E ) = M

v。

“a ”取 M = k, Ln ( R) = dim kEx t
n
R( k, R) = dimkk

v= 1,由 Roberts的结论即知 R 是 Gorenstein环 。

再证第二个等价关系。

“] ”利用 Bass分解和 H
i
m 的定义即得结论。

“a ”由( 1)知 R 是 C- M 环, 设 x 1, x 2,⋯, x n是极大正则列, x= { x 1 , x 2, ⋯, x n} , H
n
m( R) = H

n
x ( R) 。

0→ R →Ý Rx i →Ý i< jR x ix j →⋯ →Ý Rx
1
x
2
⋯x

n
→ H

n
x ( R) → 0

　　从而 H
n
m( R ) = E 有有限平坦维数。H

n
m( R) v= E

v= R
d,由 Matlis对偶知 E 是有限长度模,所以 E 有

有限投射维数。由 Foxby 的结论得 R 是 Gorenstein环。

( 3)“] ”gl. dimR= n, 故Ex t
n+ 1
R (M ,M) = 0 。

“a ”取 M = k, g l. dimR≤nZ T or
R
n+ 1( k , k) = 0Z T or

R
n+ 1( k , k)

v
= 0Z Ex t

n+ 1
R ( k, k

v
) = Ex t

n+ 1
A ( k, k) = 0
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