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　　摘　要　基于线弹性小变形理论, 利用 Four ier 级数展开、Lapla ce 变换和摄动方法, 建立了复合材料薄

壁圆锥壳的静力响应、频率响应、自由振动与屈曲特征值问题的渐近传递函数解。构造了复杂边界条件、中

间带支撑、变锥度及阶梯变厚度圆锥壳的传递函数解。数值计算结果表明该方法具有很高的计算精度。
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Abstract　In this paper, based on linear elastic and small deformation theo ry , an asympto tic distr ibuted tr ansfer

function method ( TFM ) is pr esented for static deformation, fr ee vibr ation and buckling ana ly sis of iso tr opic/ composite

thin conical shells, w her e Four ier ser ies expansion, Laplace tr ansfo rm , per turbation t echnique ar e applied. Synthesizing

the tr ansfer functions o f sub- segments, the TFM solution is w orked out fo r com bined shells com posed of sever al coni-

ca l shell segments with differ ent conical ang le, thickness, com plex boundary conditions and middle- suppo rted con-

st raint s. Num erical r esults shows that this asymptot ic TFM solution is o f ver y high precision.
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复合材料圆锥壳是航天运载器中广泛采用的薄壁承载结构, 如整流罩、箭体级间段、仪器舱、卫

星发射支架等。失稳和共振是引起这些结构破坏的主要因素。因此, 复合材料圆锥壳的振动和稳定性

分析是结构设计中非常重要的研究课题。本文在文 [ 1～2] 的基础上采用分布参数传递函数法, 分析

了复合材料圆锥壳的振动与稳定性问题。以壳体位移及其导数项为状态变量, 建立了适合不同边界条

件和多种壳理论的复合材料体圆锥壳统一的渐近分布参数传递函数法分析模型。该方法将壳体的所有

变量包括位移、内力、外载和边界条件沿环向进行 Fourier 级数展开, 再关于时间变量进行 Laplace 变

换, 并针对圆锥壳的几何特点, 引入摄动小参数: E= L / r sinA, 对控制方程进行渐近展开, 利用分布

参数传递函数法, 得到了圆锥壳结构的振动与稳定性问题的渐近解析解。对于长锥壳来说, E不一定是
小参数, 需要将长壳分成若干子截锥壳, 再利用子结构组装技术进行求解。这样, 该方法就可以用求

解更为复杂的锥壳结构, 如组合锥壳等。

1　理论公式

如图 1所示复合材料截锥壳 (可以是复杂锥壳结构的某一子段) , 其大端半径为 r 2,小端半径为 r 1

径,半锥角为A,母线长为 2L。忽略剪切变形的影响, 采用不同的壳理论, 其线弹性小变形的运动微分方

程可以统一成如下形式
[ 2]
:
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(m = 1, 2, 3)

其中, uk ( k = 1, 2, 3) 分别是壳体中面上任一点沿轴向( x )、环向(H) 和法向( z ) 的位移分量, f m( x , H,
t) 是外载荷分量, nk是 uk 关于空间变量的最高阶导数, ( A , B , C) mkij是与壳体几何和材料参数相关的常

数。

相应的壳体两端边界条件和为:

∑
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- 1
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a lkij
52

5t2 + blkij
5
5t + clkij
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( x , H, t )

5x i- j 5Hj x = xA

= Kl (H, t)

A= 1, 2和 l = 1, 2, ⋯, nb ( 2)

图 1　圆锥壳示意图

Fig. 1　Geomet ry of a conical shel l

其中, x 1 = 0, x 2 = L , Kl( H, t) 是边界上给定的已知函数, 而

圆锥壳的边界条件数 nb = n1 + n2 + n3 ,一般情况下 nb = 8。

( a, b, c) lkij 是与壳体几何和材料参数相关的常数。初始条件

为:

u
k
( x , H, t ) ût= 0 = u

k
0 ( x , H) , 5

5t u
k
( x , H, t ) ût= 0 = u

k
1( x , H)

k = 1, 2, 3 ( 3)

为求解方便, 将壳体的位移分量、外载荷、边界条件和初始

条件沿环向进行 Fourier 级数展开。如取

u
k ( x , H, t ) = ∑

∞

n= 0

[ uk
1, n( x , t) cosnH+ u

k
2, n( x , t) sinnH] ( 4)

则圆锥壳的运动微分方程、边界条件和初始条件关于环向波

数 n解耦。但所得到的微分方程仍包含一个空间变量 ( x ) 和

一个时间变量, 对时间变量进行 Laplace 变换后进一步将其

简化为含复参数 s的常微分方程, 它的系数是坐标的函数。写

成状态空间形式

dGn ( x , s)
dx

= Fn ( x , s) õGn( x , s) + f
~

n ( x , s) + g
~

n( x , s)　　( n = 1, 2,⋯) ( 5)

式中, 状态空间向量 Gn包含了位移函数 u
~k

i, n及其( nk - 1) 阶导数, 其定义方式见文 [ 2]。边界条件也

写成矩阵形式

Mn ( s) Gn ( x 1 , s) + Nn ( s) Gn ( x 2, s) = Cn ( s) ( 6)

( 5) 式和 ( 6) 式中的矩阵Fn ,Mn, Nn和向量 f
~

n , g~n, Cn的详细内容, 可参考文[ 3]。但与圆柱壳不同,由( 5)

式和( 6) 式组成的边值问题不能直接求解,因为Fn ( x , s) 是坐标 x 的函数。对这种复杂的变系数微分方

程, 在解析求解存在困难的情况下, 需要采用其它方法, 例如渐近方法。

引入线性坐标变换

x = r 0( 1 + EN) / sinA　　 - 1≤ N≤ 1 ( 7)

式中E= ( L / r0 ) sinA, L 是锥壳母线的半长, r0是锥壳中截面半径。当锥角A不大或L / r0较小时, E是一个
小参数。

将 ( 7) 式代入 ( 5) 式和 ( 6) 式, 得到

dGn(N, s, E)
dN

= F- n( EN, s) õGn (N, s, E) + qn( N, s) ( 8a)

Mn õGn( - 1, s, E) + Nn õGn( 1, s, E) = Cn ( s) ( 8b)

式中

Gn (N, s, E) = Gn( x , s) ; F- n( EN, s) = L õFn ( x , s) ; qn (N, s) = L õ [ f~n ( x , s) + g
~

n( x , s) ]

利用 ( 7) 式, 将 Gn(N, s, E) 和 F
-

n ( EN, s) 按小参数 E进行展开

F
-

n = ∑
m

i= 0
EiNiFi

n ( s) ,　Gn( N, s, E) = ∑
m

i= 0
EiGin (N, s) ( 9)
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其中m 是摄动阶数。

将( 9) 式代入( 8) 式, 可以得到m + 1个关于Gin ( i = 0, 1,⋯, m ) 解耦的相关边值问题的方程组, 它

们的解用传递函数可以写成 [ 2]
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图 2　组合锥壳示意图

Fig. 2　Geomet ry of a combined conical sh ell

　　根据问题的精度要求, 选择合适的摄动阶数m。利用

( 10) 式,求得各阶摄动解Gi
n( i = 1, 2,⋯, m) ,回代到( 9)

式,即得到Gn的 m阶摄动解。有了 Gn ,则可非常容易地得
到壳体的位移、应变和应力。同样,对静力问题,复参数 s

= 0; 对频率响应, s = iX。
在工程实际中, 经常遇到更为复杂的组合结构问题

(例如图 2) , 这些问题不能象前面所述的那样直接一次

求解。用垂直轴线的平面, 将组合锥壳结构剖分为若干

个子锥壳, 在每个子锥壳内, 下述条件得以满足: ( 1) 锥

度 A和厚度h为常数; ( 2) 内部没有支撑; ( 3) E是足够小
的摄动小参数。在每一个子锥壳内, 上节的解仍然是成

立的, 于是可以类似于有限元的子结构法进行求解。

2　数值算例

为检验本方法的有效性, 针对不同锥度 A、不同L / r1

值和不同边界条件的各向同性、正交异性及层合圆锥壳计算了大量的算例,在此仅给出部分计算结果。

( 1) 正交反对称铺层圆锥壳

计算中取的材料常数为: Ex / E H= 40; LxH= 0. 25; G xH/ EH= 0. 5。表1给出了一类简支边界条件( N x

= v = w = M x = 0) 和一类固支边界条件( u = v = w = w , x = 0) 下无量纲化的轴压屈曲载荷值Q=

p c r / p-cr , p c r是轴压屈曲载荷, p-cr = 2PExh
2cos 2A/ 3( 1 - L2

xH)。从表中可以得出本文的结果与有限元的

结果比较一致,其中括号内数字是屈曲载荷对应的环向波数。

计算中,取 r 1 / h = 100和比值L / r 1不变,仅变化锥度A。当锥度 A< 30°时,由于参数E较小,摄动次

数只需取 1～2阶,就已经收敛。而对于A> 30°的圆锥壳, 由于 E较大, 此时, 摄动阶数要取得较多, 才

能得到较好的结果, 相应的计算速度会很慢。因此, 将锥壳沿母线方向分成 4或 8个子锥段。如果分

4个子段, 则每段取 1阶摄动解; 如果分 8段则每个子段内只需取 0阶摄动解。而采用有限元解时将锥

壳分为 40个截锥壳单元。

( 2) 加筋锥壳

为了最大限度的减轻飞行器的结构重量, 提高结构的承载能力, 复合材料薄壁圆锥壳在实际应用

中大都带有了纵向、环向或三角形网格加筋。本文计算了文 [ 5] 中的具有三角形网格加筋复合材料圆

柱 (圆锥) 壳在均匀外压作用下的屈曲载荷, 计算结果由表 2给出。
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表 1　反对称铺层锥壳的轴压屈曲载荷比值 Q
T ab. 1　Nondim ens ional b uckl ing load s of unsymmetric laminated conical shell s

锥度

B. C. 层数

10° 20° 30° 60°

本文 有限元 本文 有限元 本文 有限元 本文 有限元

简
支

2 0. 0685 ( 9) 0. 0677 0. 0698 ( 6) 0. 0689 0. 0674 ( 6) 0. 0665 0. 0694 ( 6) 0. 7031

4 0. 1012 ( 6) 0. 1004 0. 1028 ( 6) 0. 1043 0. 1063 ( 5) 0. 1053 0. 1127 ( 5) 0. 1132

6 0. 1076 ( 6) 0. 1085 0. 1096 ( 6) 0. 1087 0. 1122 ( 5) 0. 1109 0. 1188 ( 4) 0. 1191

∞ 0. 1107 ( 6) 0. 1098 0. 1145 ( 6) 0. 1121 0. 1165 ( 5) 0. 1157 0. 1240 ( 4) 0. 1232

固
支

2 0. 0768 ( 8) 0. 0724 0. 0782 ( 6) 0. 0784 0. 0768 ( 6) 0. 0772 0. 0810 ( 6) 0. 0821

4 0. 1210 ( 6) 0. 1207 0. 1238 ( 6) 0. 1234 0. 1276 ( 5) 0. 1263 0. 1224 ( 4) 0. 1289

6 0. 1295 ( 6) 0. 1280 0. 1311 ( 6) 0. 1316 0. 1345 ( 5) 0. 1342 0. 1363 ( 4) 0. 1366

∞ 0. 1340 ( 6) 0. 1383 0. 1379 ( 6) 0. 1365 0. 1453 ( 4) 0. 1424 0. 1440 ( 4) 0. 1428

表 2　加筋壳的外压屈曲载荷值 ( kPa)

T ab. 2 Buck ling pressu res of s t iff ened sh ell s ( kPa)

试　件

编　号

试验结果 [ 5]

环向波数 p i j 试验
文 [ 5] 的计算值

本文结果

T FM 有限元

圆筒壳- 1 4 1043 1150 1150 1167

圆筒壳- 2 4 956. 1 1088 1088 1102

圆锥壳- 1 5～6 934. 6 1006 1007 995. 3

3　结论

本文利用渐近分布传递函数方法建立了复合材料圆锥壳振动与稳定性问题的分析模型。根据给出

的算例结果, 可以得出该方法是合理可行的。

该方法适合于不同锥壳模型, 并对于一些复杂边界条件问题、中间带支撑问题、变锥度及阶梯变

厚度问题, 本方法均能提供形式统一、编程简便的渐近解析解法, 便于进行数值仿真。

大量的数值算例表明, 该方法与有限元法相比, 具有更高的数值计算精度, 特别是在截面应力和

应变计算方面。这主要是基于如下两个原因: 一是本方法对每一个锥壳段都能给出高精度的渐近解; 二

是本方法不仅直接求解得到位移, 也同时直接得到位移的各阶导数, 即应力和应变可以同步从控制微

分方程的解得到。而不必像有限元那样, 需要对位移再求导数才能得到应力和应变。

本文所选用的小参数E具有收敛速度快的特点。对于较短和锥度不大的圆锥壳, 一般只需前两阶摄

动解, 就能得到具有很高数值精度的解, 其结果与采用大量有限元单元的结果比较, 二者非常一致。
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