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　　摘　要　应用分布参数传递函数法分析了复合材料组合梁在轴压载荷作用下的振动与稳定性问题。通

过引入对偶变量, 利用 Legr endre变换和 Laplace变换, 建立了可进入Hamilton 体系的混合能量变分原理, 并

推导出了结构在复频域内的状态空间控制方程, 从而得到了任意边界条件下组合梁振动与稳定性问题的传

递函数精确解。分析了一阶和高阶横向剪切变形、转动惯量、细长比、材料各向异性等多种因素对组合梁固

有频率和屈曲载荷的影响。文中最后给出了数值算例 , 验证了本方法的有效性和适应性。
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Abstract　In this paper , the distr ibuted paramet er tr ansfer function method is applied to analy zing the v ibrat ion and

stability of composite com bined beams under axial compression. The Hamiltonian formalism of a modified mixed varia-

tiona l pr inciple about the symptic v ar iables is established using Leg rendre transfo rmation w it h spatial var iable as inde-

pendent v ariable instead o f time. T he sta te - space equa tions in Laplace t ransform domain is der iv ed from using

Hamilton's principle and Laplace tr ansfo rm. The unified and clo sed fo rm tr ansfer function so lut ions are obt ained fo r vi-

br ation fr equencies and buckling lo ads under arbitrar y boundar y r estrict ions. The influences of the first and high order

shear deformation, t or sion deformtion, r otar y inertia, length -to-thickness r atio and m aterial aniso tr opy on natural fr e-

quencies and buckling loads ar e investig ated. Numer ical ex amples are pro vided to demonstr ate t he efficiency and suitabil-

ity of the methodo lo gy .
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航天结构中常用的复合材料梁 (如许多加强框、加强筋和承力桁条等) 大多采用 I、T、U、Z 等

不规则的几何截面形状, 并且包括横向和纵向两种铺层方式, 即为组合层合梁 (简称组合梁, 如图 1所

示)。这些组合梁已不是单一的对称或反对称铺层结构, 故经典的层合梁模型不能直接用来分析组合梁

的多种力学特性。息志臣等建立了组合梁的一阶剪切变形理论模型[ 1] ,但没有给出具体的计算与分析结

果。本文采用改进的三阶剪切理论, 同时考虑扭转效应的影响, 建立了复合材料组合梁的分布参数传

递函数法分析模型, 得到了组合梁在任意边界条件下频率响应积分形式的精确解。可以用该模型分析

组合梁的静动力响应、自振频率、屈曲载荷、振动与稳定性的相关性等多种问题。

1　分析模型

不失一般性, 考虑如图 1所示的 “工字型”的组合梁, 并认为腹板是纵向层, 两缘板是横向层。当

考虑轴向变形和扭转效应时, 组合梁内任一点 ( x , z ) 的位移分量( u, v , w ) 可假设为如下改进的位移模

式:
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图 1　组合梁示意图

Fig. 1　Geomet rv of a com bined beam

u( x , z , t ) = u0 ( x , t) + z <1 ( x , t ) + N( z )W( x , t )

v ( x , z , t) = z <2 ( x , t) ,　w ( x , z , t ) = w 0( x , t)
( 1)

式中u0和w 0分别是组合梁中面( z = 0) 沿 x 和 z 方向的

位移分量, <1和 <2是中面法线变形后绕 x 和 y 的转角, W
是高阶剪切变形分量。N( z ) = 4z

3
/ 3h

2
, h为梁的总厚度。

当 W= 0时,对应一阶剪切理论。

组合梁任一叠层 k 的应力应变关系可以统一写成如

下形式:

Rx
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这里Q
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k 只是一种统一记法, 具体取值分两种情况:当组

合梁中第 k 层是横向层或纵向层时分别取
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ij ( i , j = 1, 2, 6) 和 Q
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lm( l, m = 4, 5) 是层合板的偏轴刚度系数。

设某一长度为 l的组合梁共有 N 个叠层,梁内第 k层的密度、厚度和宽度分别为Qk、hk 和 bk ,梁上作

用有分布力 q,并受到轴向压力 N 0的作用。可得到组合梁的 Lagrange 函数

L = U - T - W F =∫
l

0
L Rdx ( 3)

式中U , T 和 W F 分别为组合梁的弹性势能、动能和外力功, 且
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　　由 L R 可以得到与位移向量 e相对应的广义力向量 Q:

Q=
5L R

5e′T =
5L R

5eT
1
= (D + N 0pp

T ) e1 + D2W- N 0p<1 ( 4)

　　Q和 e是一对辛几何空间内的对偶向量 [ 7]。进一步引入 Hamil ton密度函数 H
- = Q

T d
dx
e - L R , 得

H
- =

1
2
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其中g = (D + N 0pp
T ) - 1。

由 Legendre变换, 得到以位移和相应广义力为独立变量表示的混合能量密度函数:

L-R = Q
T d
dx
e - H- ( 6)

　　将 ( 4) 式代入上式, 进一步将 L
-

R 写成:

L
-
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2
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其中 A= { 0 0 0 1 0} T　, 　B= { 0 1 0 0 0} T

　　根据混合能量变分原理 D∫
t
1

t0
∫

l

0
L-Rdxdt = 0, 得到组合梁振动与稳定性分析的状态空间控制方程:

5
5x G( x , t ) = FG( x , t) + f ( x , t) ( 7)

其中

G=
e

Q
∈C

10×1
, F =

F11 F12

F21 F22
, f = { 0 0 0 0 0 0 0 0 0 q}

T
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11

　　将方程 ( 7) 对时间 t进行 Laplace变换, 得到

d
dx
G~( x , s) = F

~( s) G~( x , s) + f
~( x , s) + g0( x , s) ( 8a)

　　两端边界条件经 Laplace 变换后可以统一写成如下矩阵形式
[ 6]

M( s) G~( 0, s) + N( s) G~( l , s) = C~( s) ( 8b)

G~( x , s)、F~( s) 和 f
~( x , s) 分别是 G( x , t )、F和 f ( x , t) 的 Laplace 变换, 而g

~
0 ( x , s) 是初始条件的 Laplace

变换所得到的向量, C~( x ) 是由边界给定位移或力函数的 Laplace变换组成的向量。M、N 是边界条件选

择矩阵, 对固支、简支及自由等各种边界条件, M, N(∈C
10×10 ) 的形式非常简单, 其元素非 0即 1。

方程 ( 8) 的解是

G~( x , s) =∫
l

0
G( x , x , s) [ f

~( x , s) + g
~

0( x , s) ] dx + H ( x , s) C~( s)　x ∈ ( 0, l ) ( 9)
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其中 G( x , N, s) =
H( x , s)M( s) e

- F~( s) N

- H( x , s)N( s) e
F~( s) ( l- N)　　　

N≤ x

N> x

H( x , s) = e
F~(s ) x

[M( s) + N( s) e
F~( s)

]
- 1

　　 G( x , N, s) 和H( x , s) 称为状态空间方程的传递函数矩阵。实际上, 它们就是相应物理问题的Green

函数。

以上推导没有引入任何附加的假设与近似。因此, 通过采用传递函数方法, 得到了组合梁的静力、

动力及稳定性问题的精确和封闭形式的解。对一些比较复杂的初值和边值问题, 当其他方法不能得到

精确解时, 传递函数方法为寻求其精确解提供了一种途径。

利用 ( 8) 式可直接求解在轴力 N 0作用下组合梁的自由振动频率和相应的模态振型。自振频率的

特征方程为

det [M( s) + N( s) e
F
~
( N 0, s) l] = 0 ( 10)

2　数值算例

作者计算了关于层合梁和组合梁大量算例, 并分析了一阶和高阶横向剪切变形、转动惯量、细长

比、各向异性等多种因素对组合梁自振频率和屈曲载荷的影响
[ 6]
。这里仅给出层合梁自由振动频率计算

结果。考虑由 4个等厚层铺设而成的碳/环氧复合材料层合梁, 其材料常数: E 1 = 144. 8GPa, E2 =

9. 65GPa, G12 = G 13 = 4. 14GPa, G23 = 3. 45GPa, v 12 = 0. 3, Q= 1389. 23kg / m
3
;截面宽度 b和厚度 h均

为 0. 0254m .。本文针对不同的铺设角进行分析计算,分析中剪切变形因子 K 取5/ 6,频率进行无量纲化

X~ = XL
2 Q/ E1h

2。

附表　角铺设 ( H/ - H/ - H/ H) 层合梁的自由振动频率
T ab　Nondimensional fu ndamental fr equency of symmetric angle- ply beams

H 0 15 30 45 60 75 90

C- C

文 [ 3] 4. 849 4. 664 4. 098 3. 184 2. 198 1. 682 1. 620

文 [ 2] 4. 869 3. 998 2. 878 1. 947 1. 644 1. 621 1. 631

本文 4. 846 3. 942 2. 717 1. 864 1. 625 1. 604 1. 615

C - S

文 [ 3] 3. 731 3. 559 3. 057 2. 303 1. 551 1. 175 1. 131

文 [ 2] 3. 837 3. 243 2. 213 1. 388 1. 146 1. 129 1. 136

本文 3. 723 2. 921 1. 937 1. 307 1. 134 1. 121 1. 128

附表给出了两种边界条件 (固支-固

支和固支-简支)下的角铺设 (H/ - H/ -

H/H) 细长比为 L / h = 15层合梁的第一

阶自由振动频率, 并与文献[ 2] 和[ 3] 的

结果进行比较。对于对称正交铺层层合

梁(H= 0°, 90°) , 不存在拉 - 弯和弯 -

扭耦合效应, 拉伸模态、弯曲模态和扭转

模态三者之间互不耦合,因此附表中对

应这两种铺设角的三行值之间差别不

大,且本文和文[ 3] 均给出了对应不同层合梁模型的弯曲模态的自由振动频率精确值。但对于一般对称

铺层层合梁,虽然不存在拉 - 弯耦合效应, 却存在弯 - 扭耦合效应, 因此扭转模态和弯曲模态是互相

耦合的,此时求弯曲振动频率就必须考虑扭转效应的影响。可以看出,当 H= 45°时, 扭转变形对频率有

很大影响。

3　结　论

本文利用 Laplace变换、状态空间法和传递函数方法分析了复合材料组合层合梁的自由振动与稳

定性问题, 得到了不同边界条件下组合梁振动频率和屈曲载荷的精确解。该方法具有如下特点:

( 1) 采用对偶变量, 建立了可进入Hamilton 体系的混合能量变分原理, 通过Hamil ton正则方程,

所建立的状态空间方程, 具有 “辛几何”的性质。

( 2) 方法形式统一, 编程方便, 计算精度高, 边界条件适应性强, 是一种分析复合材料层合梁各种

线弹性力学问题的行之有效的方法。特别适合于采用高阶剪切理论或三维弹性理论建立的层合梁模型

的分析与计算。另外, 对于任意组合的边界条件以及阶梯变厚度梁, 本方法能得到形式统一的精确解。

( 3) 本模型适应面宽, 可以用来分析一般层合梁 (对称与非对称铺设)、组合层合梁和阶梯变厚度

组合梁的静力、动力和稳定性问题。 (下转第 23页)
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图 3　金属/S iO 2 气凝胶催化剂的催化活性与反应温度的关系

Fig. 3　Th e relat ionsh ip b etw een catalyt ic act ivity

　　　　and reaction tem perature

子,二氧化硅气凝胶主要起金属粒子的载体作用。值

得提出的是, CO 在 Cu/ SiO 2气凝胶上的完全转化

温度为 150℃, 该温度较文献报道的纳米铜催化

剂[ 4]及 Cu-ZSM-5催化剂[ 5]上的完全转化温度低。

3　结论

( 1) 本文制备的金属/ SiO 2气凝胶催化剂完整

地保留了气凝胶的纳米网络和高比表面积, 活性组

份以零价态在气凝胶中均匀分散。

( 2) Cu/ SiO 2和 Co / SiO 2气凝胶催化剂在 CO的

氧化反应中均表现出高的催化活性, 且完全转化温

度较低。
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