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　　摘　要　结合武器系统试验鉴定中的问题,研究 Bayes方法运用中的验前信息表示问题。文中运用自助

( Boot st rap)方法和随机加权法确定验前分布。对于多种信息源之下的验前信息, 给出了验前分布的融合估

计。对当前工程实践中常用的方法及存在的问题, 提出了看法和处置方法。
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Abstract　In this paper , the r epr esent ation o f the prior distr ibution funct ion is discussed. The bootstr ap and random

w eight ed method ar e giv en fo r determining pr ior p. d. f. I n the same time, we study the multiple senso r fusion estimation

of pr ior p. d. d. And, the pr oblems ariring in using Bayesian met hod is also discussed.
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1　问题的提出

目前,武器装备试验鉴定中,常常运用 Bayes 小子样统计推断方法。众所周知, Bayes方法的特点是

当利用子样作统计推断时, 必须考虑验前信息。用分布函数来表示验前信息,这是一种最完善的描述方

法。特别是当应用 Bayes公式时, 总希望给出这种分布。然而, 并不是所有场合都能得到确切的验前分

布。因此如何表示验前信息,如何应用验前信息,成为运用小子样下Bayes方法的一个关键问题。

这里,有两方面的问题,需要提起注意:

( 1) 试验之前可能有多种信息,如何进行信息融合,以获得验前分布。例如,再入飞行器在定型试验

前的信息包括飞行试验前的各种地面试验和测试数据、同一型号不同试验轨道及不同射程之下的试验

数据(包括各分系统及落点)、对飞行器试验中内、外干扰的统计规律性的认识以及仿真信息等。如何综

合利用这些信息, 使获得最终的验前分布, 这是试验鉴定中十分关注的问题。

( 2) 建立验前信息的统计理论, 使提出的方法有一个严密的理论基础, 而不至于众说纷纭,各行其

是。

为此,本文将综合论述目前工程实践中常用的验前分布确定方法,指出存在的问题及其改进措施。

论述中,将以飞行器试验鉴定技术作为实际背景,使研究的问题能付诸应用。

2　Bayes试验分析方法应用中的一些问题

由验前信息去表示出分布参数的验前分布,目前论述的方法很多。但在应用中会发生如下问题。

( 1) 没有验前信息可利用时的验前分布问题

过去, 人们常常运用 Bayes假设或 Jef f rey s假设。例如,假定未知分布参数 H的验前分布为均匀分
布。但是,这种假设半不总是合理的, 如对于尺度参数( Scale parameter) ,无信息验前分布就不是均匀

的;又如,对于位置参数,常常运用 H无信息验前分布为均匀分布,在工程实际的应用中,获得了较好的
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效果。然而,也还会发生一些争议。主要是对于“没有验前信息”的内涵必须十分清楚。如果是指在现场

试验之前,没有做过类似的试验,无历史试验数据可利用,这不能认为就没有验前信息。例如,某种武器

装备的靶场试验, 在试验之前,如果没有经过任何其他的靶场试验,因此就认为无验前信息,这是不客观

的。因为研制过程中已经有了关于武器装备的知识,如分系统的知识,或者仿真的信息等。这样,认为验

前分布是均匀的那种假设是值得商榷的。这种情况,对于高精度的武器系统或高可靠性设备,尤其是如

此。

在应用中,为了不去作出无信息时的验前分布, 总是设法去运用部分验前信息。此时,常用最大熵方

法确定验前分布。在运用中,常常要求给出未知分布参数 H的某些信息,如关于它的一、二次矩。这在某

些场合是可能的。然而,一般地说,在计算可操作性方面还有工作要做。

( 2) 共轭验前分布的应用问题

运用共轭验前分布,在计算上将带来方便。这是最经常应用的验前分布。然而,在工程应用中也必

须慎重。例如指数分布族的位置参数,具有共轭验前分布,但它来源于无信息验前分布的假设。90年代

以来,关于共轭验前分布有较多的论述。一些学者指出, 那种共轭分布的假设并不总是合适的
[ 3]
。为此,

有的学者提出运用共轭分布的线性组合作出验前分布的迫近[ 4]。又如Walter 和 Hamedani等
[ 5]人引入

了自然指数分布族之下的正交多项式序列及双正交多项式序列作验前密度的迫近。

( 3) 运用历史数据确定验前分布的方法问题

运用历史数据,直接地确定出H的验前分布,这的确是一种好的想法。例如二项分布中的参数 p (可

靠性) , 可以在历次试验中表示出来,从而得到 p 的子样,由此确定出 p 的分布。然而,所不幸的是这仅

是个别的情况。我们知道的是总体变量X 的过去数据 X i (它当然伴随着 H的信息) ,但是,要去获得H的
样本值却并不容易。因为 X 的样本值与 H的样本值并没有明显的对应关系。一些学者设想,利用下列关

系

p ( X ) =∫
(

p ( X ûH) dFP
(H)

其中 p ( X )为X 的边缘密度, p ( X ûH)为 X 的条件密度, F P(H)是 H的分布函数。由此看出 p ( X )含有H的
信息。于是设法由上述关系去解出 F

P(H)。事实上,这种解积分方程的方法是困难的,甚至解可以不存

在。

为了从历史数据去确定出 H的验前分布,往往作一些假设。例如,认为验前分布 F
P(H)的形式是己

知的,只要去确定出未知的分布参数。还有一些其他的方法,如经验 Bayes 方法,最小距离方法等。参见

文献[ 4、6、9、10]等。我们认为,利用历史数据确定验前分布,尽量减少关于验前分布的人为假设,这是十分重

要的。下面还要作专门的讨论。

3　运用自助( Bootstrap)方法和随机加权法获取验前分布

设 X 1 ,⋯, X n为 i. i. d-F( x )样本, H= H( F)为总体分布的未知参数。Fn为抽样分布函数。Hd= Hd( Fn)为

H的估计。记 T n= Hd( Fn) - H( F) , 它表示了估计误差。
记 X

* = ( X
*
1 , ⋯, *n )为从 F n中抽样获得的再生样本, F

*
n 是由X

*所获得的抽样分布。记

R
*
n = Hd( F*

n ) - Hd( Fn)

称 R
*
n 为 T n的自助统计量。利用 R

*
n 的分布(在给定 Fn之下)去模仿 T n的分布。这就是自助方法的中

心思想。

与自助方法相仿的是随机加权法,它将自助统计量 R
*
n 中的 Hd( F*

n )换作

Hdv = H(∑
n

i= 1

V i f i( X ) )

其中X = ( X 1,⋯, X n ) , f i ( X )是 X 的某个Borel函数, ( V 1,⋯, V n )为具有Dirichlet分布D ( 1, 1, ⋯, 1)的

随机向量。记

D n = Hdv - Hd( Fn )
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称它为随机加权统计量。以 D n的分布去模仿 T n 的分布,这就是随机加权法。

设 X
( 0)
1 ,⋯, X

( 0)
n 为落点偏差的历史信息。考虑落点方差的估值偏差 T n:

T n =
n

n - 1
S
2
- R2

其中

S
2 =

1
n∑

n

i= 1

( X ( 0)
i - X

- ( 0) ) 2 , X
- ( 0) =

1
n∑

n

i= 1

X
( 0)
i

分别构造T n的自助和随机加权统计量如下:

R
*
n =

n
n - 1

S
* 2
-

n
n - 1

S
2
=

n
n - 1

( S
* 2
- S

2
)

D n = n
n - 1∑

n

i= 1

V i ( X i - X- ) 2 - n
n - 1

S
2

=
n

n - 1
[∑

n

i= 1

V i( X i - X
- ) 2 - S

2]

其中

S
* 2
=

1
n∑

n

i= 1
( X

*
i - X

- )
2
, X-

*
=

1
n∑

n

i= 1
X

*
i

( X
*
1 ,⋯, X

*
n )为取自 F n的再生样本, Fn为( X

( 0)
1 ,⋯, X

( 0)
n )的抽样分布函数。( V 1 ,⋯, V n)～D n ( 1, 1,⋯,

1)。

我们以 R
*
n 的分布去模仿 T n 的分布(自助方法) , 从而获得 D 的验前密度 P( D )。具体步骤如下:

1) 由 Fn产生 N 组自助样本:

X
*
( 1) , X

*
( 2) ,⋯, X

*
( N )

其中

X
* ( i ) = ( X *

1 ( i )⋯X
*
n ( i ) ) , i = 1,⋯, N

X
*
( i)为第 i组由 Fn 生成之样本。

2) 对每一组 X
* ( i ) ,计算

R
*
n ( i) , i = 1,⋯, N

3) 以 R
*
n ( i ) ( i= 1,⋯, N )作为 T n 的估计,于是得到 R2的一组估计

Rd2R( 1) , Rd2R ( 2) , ⋯, Rd2R ( N )
其中

Rd2( i ) = n
n - 1

S
2
- R

*
( i ) , i = 1,⋯, N

作出 R2的直方图(或者作出经验分布函数) ,由此获得 R2的验前密度 P( R2)。
当运用随机加权法时, 可采用下列步骤:

( 1) 产生 N 组Dirichlet分布 D ( 1, 1,⋯1)的随机向量序列

V ( 1) ,⋯, V ( N )

每一组 V ( i ) = ( v 1( i )⋯v n ( i) )可如下生成:设 v 1,⋯, v n- 1是[ 0, 1]上的均匀分布的随机变量 v 的独立同

分布序列,按由小到大的次序重新排序,得 v 1 ,⋯, v n- 1的次序统计量

v ( 1) , v ( 2) ,⋯, v ( n- 1)

记

v ( 0) = 0, v ( n) = 1

则V i= v ( i)- v ( i- 1) , ( i= 1,⋯, n)的联合分布为D n ( 1, 1,⋯, 1) (文[ 11] )。V¦ ( V 1 ,⋯, V n )就是我们需要的

D n( 1, 1, ⋯, 1)随机向量。

( 2) 由 D n公式计算

D n ( i) , i = 1,⋯, N
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( 3) 以 D n ( i) , ( i= 1,⋯, N )作为 T n的估计,由此得到 R2的一组估计
Rd2v ( 1) ,⋯, Rd2v ( N )

其中

Rd2v( i ) = n
n - 1

S
2 - D n ( i ) , i = 1, ⋯, N

由上述数据作 R2的直方图,于是获得了随机加权法之下的验前密度 P( R2 ) .
这里需提出注意的问题是历史子样的容量不能太小。因为它是产生再生子样的基础。

我们还要指出,当由再生子样得到 H的一组估计 Hd( i ) (如上面例子中的 Rd2 ( i) , i= 1, ⋯, N )之后, 可

以作出 H的各次矩的估计,由此,用 Gram—Charlier 级数或 Edgew orth 级数表示出分布。事实上,令

N= H- LH
RH

记 N的分布密度为 PN(N) ,于是由 Edgewo rth展开,可得

PN= U(N) + C3

3!
U( 3) ( N) + C4

4!
U( 4) (N) + ⋯

其中 U( N) = 1

2P
e
- N2/ 2

,而

C3 = -
L3
R3 , C4 =

L4
R4 - 3

C5 = -
L5
R5 + 10

L3
R3 , C

6 =
L6
R6 - 15

L4
R4 + 30, ⋯

其中 Lk= E [Nk]。于是,当获得了 Hd( i ) ( i= 1, ⋯, N )之后,令

Nd( i) =
Hd( i ) - LdH

RdH , i = 1, ⋯, N

于是获得了 N的一组自助子样 Nd( i ) , i= 1,⋯, N , 由此作出 Ldk( k= 3, 4⋯)。于是可得到 PN(N)的 Edge-

w orth级数表示。再回到 H, 即得 P(H)的近似表示为

Pd(H) = U H- LdH
RdH +

C
d
3

3!
U( 3) H- LdH

RdH + ⋯

上述表示,在 Bayes统计推断中,将带来计算上的方便。

4　验前分布的自助融合估计方法

假如在现场试验之前具有 L 个不同阶段的验前子样,它们是经过信息转换(折合)而来,且与现场

子样具有相容性。记X h= ( X
( h)
1 , ⋯, X

(h )
n
h
)为第h阶段的验前子样, h= 1, ⋯, L。每阶段的验前子样的可信

度可以由现场试验所获得的子样 X 与 X h( h= 1,⋯, L )之间的一致性检验的置信度给出
[ 13]
。这里,我们

指出:现场子样X 的容量一般较小,此时用经典的一致性检验将遇到困难。在现场试验数较小甚至特别

小的场合下,一致性检验方法请参见文[ 12]、[ 13]。记子样X h的可信度为P h。对每个验前子样X h ,作经验分

布 Fn
h
, 从F n

h
产生自助子样( X

* ( h)
1 , X

* ( h)
2 ,⋯, X

* ( h)
m ) ¦ X

* (h )。这种再生子样可以产生很多。例如,生成 N

个再生(自助)子样

X
* ( h) ( i ) = ( X * ( h)

1i , X * ( h)
2i ,⋯, X * ( h)

mi ) , i = 1, 2,⋯, N , N m 1

对每个子样都能作出自助统计量 R
*
n ,记由 X

* ( h) ( i)作出的自助统计量为X
* ( h)
n
h
( i ) :

R
* ( h)
n
h

( i ) = R ( X * ( h) ( i ) , Fn
h
) = H( X * ( h) ( i ) ) - H( Fn

h
) , i = 1,⋯, N

例如,以 H= R2 为例,

R
* (h )
n
h

( i ) = ( R* ( h) ( i ) ) 2 - Rd2( Fn
h
)

其中

( R* (h )
( i ) )

2 =
1

m - 1∑
m

j = 1
( X

* ( h)
j
i - X

- * ( h)
i )

2
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X- * ( h)
i = 1

m∑
m

j= 1

X
* ( h)
j i

而

Rd2( F n
h
) =

1
nh - 1∑

n
h

i= 1

( X ( h)
i - X

- ( h) ) 2

X
- ( h)为子样 X h= ( X

( h)
1 ⋯X

( h)
n
h
)的均值。

对于L 阶段的验前子样,用下列方法确定出 H的融合自助统计量: 记

W
*
h = P h/∑

L

j = 1

P j , h = 1, ⋯L

以 W
*
h 作为第 h阶段的权系数。对第 h 阶段的自助统计量 R

* ( h)
nh ( i) ,其权重为 W

*
h 。记

R( i ) = ∑
L

j= 1

W
*
n R

* ( h)
n
h

( i ) , i = 1, ⋯, N

以 R ( i)作为最后的自助统计量。它就是我们所需要的 H的融合自助统计量。
另一方面,再考虑 T n。对于验前子样

X h = ( X
( h)
1 ,⋯, X

( h)
n
h ) ,

T
( h)
n
h
= Hd( F n

h
) - H( F)

例如, H= R2时,

T
* ( h )
nh = Rd2( Fnh ) - R2

以 R ( i)代替 T
* ( h)
n
h
的估计,即

T
( h)
nh = Rd( Fnh ) - H( F ) = R( i )

记此时的 Hd( F )为 Hd( F)。即
Hd( F) = Hd( Fn

h
) - R ( i) , i = 1, ⋯, N

上述做法, Hd( F nh )仅由第 h阶段的验前子样作出,而按自助法,应是由所有的 L 阶段的验前子样作出的

H的估计。为此,记

Hdi( Fn
1
,⋯, Fn

L
) = ∑

L

h= 1

Hd( F nh )W *
h - R( i ) , i = 1,⋯, N

由上述 Hdi, i= 1, ⋯, N 可以作出 H的直方图。它就是H的验前密度的逼近。亦可计算出 H的各统计矩, 那
么可以用Edgew orth级数(或者 Gram- Charlier 级数)的有限项作为 P(H)的逼近。这样,确定了多阶段
验前信息之下的验前分布的融合估计。

上述做法,是中心融合的方法。我们还可运用分散融合的思想。即是说, 对于每一阶段的验前信息,

用自助方法获得验前分布估计。然后再进行融合估计。事实上,对每个验前子样X h= ( X
( h)
1 ,⋯, X

( h)
n
h
) , 作

经验分布 Fn
h
, 从 Fn

h
产生 N 组自助子样 X

* ( h)
( i) , i= 1,⋯, N。由此得到每一阶段的自助统计量 R

* ( h)
n
h

( i ) , i= 1, ⋯, N。此外,由 Fn
h
,记

T
( h)
n
h
= Hd( F n

h
) - H( F)

以 R
* ( h )
n
h

( i )代替 T
( h)
n
h
的估计,于是有

Hdi( F ) = Hd( Fn
h
) - R

* ( h)
n
h

( i) , i = 1,⋯, N

由此,作出 H在每一阶段的直方图, 或者由 H的各次统计矩作出验前密度 P(H)的 Edgew orth 级数或

Gram-Char lier 级数表示。记第h 阶段所获得的验前密度的表示为 Pd( h) (H) , h= 1, ⋯, L。于是,最终的验

前密度的融合估计为

Pd(H) = ∑
L

h = 1
W

*
h Pd( h) (H)

　　我们指出, 用同样的方法, 可以运用随机加权法获得验前分布的融合估计, 只需将自助统计量改为

随机加权统计量就可以了。

(下转第 118页)　　
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图 1　失效率的 r 阶样条密度函数估计及其验后概率密度函数( r= 3, 10)

F ig . 1　The r-th spline density estimate and the associated poster io r pr obability density

function w hen r= 3, 10.

表 2　Bayes 风险

Tab. 2　T he Bayes r isks

r 2 3 4 5 6 10

M PV ( r) ( X 10- 6) 2. 4310 2. 3820 2. 3363 2. 2270 2. 1136 1. 7760
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