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　　摘　要　基于可靠性参数的验前密度函数的样条密度估计,本文推导出指数分布失效率和可靠性函数

的经验 Bayes估计, 并采用数学仿真将其与传统的 Bayes 方法,如 Gamma 验前分布的情况,进行了比较。仿真

结果表明, 本文的方法是有效的。
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Abstract　T he empir ical Bayes estimation is derived fo r t he failur e r ate param et er and the r eliability function in the

exponential dist ribution by considering a spline density estimation. Ther efor e, numerica l example is intr oduced to conpar e

the per fo rmance of this est imation with t he cla ssical Bayes estim ation using Gamma pr io r distribution. T he r esults of the

simula tion show the algo rithm is effectiv e.
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为了克服传统的 Bayes方法对验前密度函数所作的各种主观假设的局限性。Robbins
[ 1]和 Maritz

[ 2]

提出了经验Bayes方法的概念, 并对其步骤进行了深入地阐述。其后的一些学者通过选择未知参数的不

同形式的验前密度估计,而使该方法得到了很好的应用和发展。而关于指数分布,当参数的验前分布假

设为无验前信息、均匀分布、Gamma 分布等情况时, 都分别得到了可靠性参数的 Bayes估计, 但这些验

前分布形式的假设无疑带有很大的主观性。因此Ciesielski
[ 3]和 Krzykow ski

[ 4]提出了一种利用样条函数

给出任意验前密度函数的样条密度估计的方法,该方法对验前密度函数不必作任何假设。基于上述的样

条密度估计, 于本文考虑验前信息为完全试验和定数截尾试验的情况,推导出指数分布下失效率和可靠

性函数的估计,并通过仿真将其与传统的 Bayes 估计进行了比较。

1　验前概率密度函数估计

考虑一单元服从指数分布, 其概率密度函数为

f ( t; K) = Ke- Kt
, t≥ 0K> 0 ( 1)

假设对其进行了 n+ 1次独立的试验,试验类型为完全试验或定数截尾试验。在第 i 次试验中得到了一

个由 m 个试验时间组成的随机抽样 ti1 ,⋯, tik, ⋯, t im,其中失效数为 k 个(对于完全试验的情况, k= m;

对于定数截尾试验的情况, t ik+ 1= ⋯= tim)。由其得到的未知失效数 K的极大似然估计( M LE)记为 Kdi。考
虑第n+ 1次试验为现在的试验,其余为历史试验。K的 MLE 为

Kdi = k/∑
m

j = 1
tij , i = 1, 2, ⋯, n + 1 ( 2)

其为 K的一致充分统计量, Kdi 的条件概率密度函数为如下的逆Gamma分布:

f (Kdi /K) = ( kK) k

# ( k) K
d- ( k+ 1)
i exp - kKKdi , K

d
i, K> 0 ( 3)
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其中 i= 1, 2, ⋯, n+ 1。Kdi ,⋯, Kdn+ 1是大小为 n+ 1的独立同分布( i. i. d. )的简单子样。

在考虑上面验前数据的情况下, Ciesielski[ 3]和 Kr zykow ski[ 4]提出了阶数 r≥2的样条密度函数估

计,该估计具有较好的优良性。由此,这里引入组成步骤所需的基本公式。

失效率 K的验前概率密度函数的 r 阶样条密度函数估计记为 Pd(K)。根据前面由历史信息获得的简
单子样 Kdi,⋯, Kdn ,可得 r 阶样条密度函数估计 Pd(K)为

Pd(K) = ∑
s
1

s= s
0

a s, hN
( r )
s, h (K) , K∈ + < ( 0,∞) ( 4)

这里

s0 =
Kmin
h
- v - r, s1 =

Kmax
h

- v + 1 ( 5)

其中 v = 0(如果 r 是偶数) , v =
1
2
(如果 r 是奇数)。

as, h =
1
h∑
n

j = 1

1
h
N

( r)
s, h (Kdj ) , s = s0 , s0 + 1,⋯, s1 ( 6)

N
( r)
s, h (K) =

N 1(K)　当 K∈ A 1 = [ ( s + v ) h, ( s + v + 1) h]

N 2(K)　当 K∈ A 2 = [ ( s + v + 1) h, ( s + v + 2) h]

　�　　　　　　�

N r (K)　当 K∈ A 1 = [ ( s + v + r - 1) h, ( s + v + r) h]

　0　　　 当 K≤ ( s + v ) h或 K≥ ( s + v + r ) h

( 7)

其中

N j (K) = r∑
r

i= 1

( - 1) r- i

i! ( r - i) !
( s + v + i) -

K
h

r- 1

, j = 1,⋯, r ( 8)

且 Krzykow ski证明: 取如下窗口函数时, Pd(K)在几乎所有 K∈+ 上以概率 1接近真实的验前密度函数。

h =
6
r n( n - 1)∑
n

j = 1

(Kdj - Kd) 2 ( 9)

其中 Kd= ∑
n

j= 1
Kdj / n为 Kd1,⋯, Kdn 的数学平均。

2　可靠性参数的经验 Bayes估计

在定义了失效率 K的充分统计量( 3)式及 K的验前密度函数的经验 Bayes估计( 4)式后, 由 Bayes

公式很容易得到给定 Kd下 K的经验验后密度函数 P(K/Kd)

P(K/ Kd) = f (K
d/ K)Pd(K)

∫
∞

0
f ( Kd/ K)Pd(K) dK

, K> 0 ( 10)

注意,从现在起,将用 Kd代替 Kdn+ 1 (由现场数据得到的未知参数 K的 MLE 估计)。将( 3)、( 4)式代入( 10)

式得

Pd( K/Kd) = ∑
s
1

s
0

a
*
s, hM

( r)
s, h (K) , K> 0 ( 11)

其中

M
( r )
s, h ( K) = KkN ( r)s, h (K) exp -
kK
Kd , s = s0,⋯, s1 ( 12)

a
*
s ,h =
a s, h

I ( 0)
, s = s0 ,⋯, s1 ( 13)

且

I ( 0) = ∑
s
1

s= s
0

as ,h{∫
∞

0
M
r
s, h (K) dK}
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从而可得 K的 l阶经验验后矩( EPM )

E [Kl /Kd] =∫
∞

0
KlPd(K/ Kd) dK, l = 1, 2,⋯ ( 14)

将( 11)式代入( 15)式可得

E[Kl/ Kd] = I ( l )
I ( 0)

, l = 1, 2,⋯ ( 15)

其中

I ( l) = ∑
s
1

s = s
0

as, h{∫
∞

0
KlM ( r)s, h (K) dK} , l = 0, 1,⋯

　　根据N
(r )
s , h( K)的性质,对于不属于如下区间的任意 K,若 N ( r )s, h ( K) = 0,则 M

( r)
s, hK= 0。

[ a, b] = [ Kmin - r h, Kmax + rh] < [ 0,∞) ( 16)

因此 I ( l)可改写为

I ( l) = ∑
s
1

s= s
0

as, hI
( r)
s, h ( l) , l = 0, 1,⋯ ( 17)

其中

I
( r)
s, h ( l) =∫
b

a
KlM ( r )s, h (K) dK, s = s0, ⋯, s1 ( 18)

将( 7)、( 12)式代入( 18)式得

I
( r )
s, h ( l ) = ∑
r

j= 1
∫AjKk+ lN j (K) exp -
kK
Kd dK ( 19)

再将( 8)式代入( 19)式并交换积分与求和符号, 并运用 ( s + v + i ) -
K
h

r - 1

的二项式展开得

I
( r)
s, h ( l) = r∑
r

j= 1
∑
r

i= 1

( - 1) r- i

i! ( r - i) !∑
r - 1

q= 0

r - 1

q

( s + v + i ) r- q- 1

( - h) q ∫A jK
k+ l+ qexp -
kK
Kd dK ( 20)

令 u= kK/Kd, ( 20)式中积分项变为

∫A
j

Kk+ l+ qexp -
kK
Kd dK= Kd

k

k+ l+ q+ 1

∫
( s + v+ j ) hk/ Kd

( s + v+ j - 1) hk/ Kd
u
k+ l+ qexp{ - u} du

=
Kd

k

k+ l+ q+ 1

# k + l + q + 1,
k
Kd ( s + v + j - 1) h,
k
Kd ( s + v + j ) h

其中# ( z , a, b)为广义的不完全Gamma 函数,定义为 #( z , a, b) =∫
b

au
z - 1
exp{ - u} du= #( z , b) - # ( z , a) ,

而 # ( z , a)为标准不完全 Gamma 函数。这样 I
( r)
s, h ( l )的最后形式变为

I
( r )
s, h ( l ) = r∑
r

j = 1
∑
r - 1

q= 0

r - 1

q
Kd

k

k+ l+ q+ 1

× ∑
r

i= j

( - 1) r- i+ q( s + v + i) r - q- 1

i ! ( r - i) !

× # k + l + q + 1,
k
Kd( s + v + j - 1) h,
k
Kd ( s + v + j ) h / h

q) ( 21)

　　考虑平方误差损失函数的情况, 经验 Bayes 估计即定义为经验验后均值, 且由第一阶经验验后矩给

出

KdEB = I ( 1) / I ( 0) ( 22)

给定 Kd下 K的经验验后方差为
VarEB (K/ Kd) = I ( 2) / I ( 0) - [ I ( 1) / I ( 0) ] 2 ( 23)

失效率 K的置信度为 1- A的置信上限 KH 由下式给出

∫
K
H

a
P(K/Kd) dK= 1 - A ( 24)

指数分布的可靠性函数定义为

R( t ) = exp( - Kt ) , t > 0 ( 25)
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因为其为单调函数,所以将( 22)式的 K的估计值代入到( 25)式的 K中去, 可得
R
d
EB ( t) = exp( - KdEBt ) ( 26)

可靠性函数 R( t)的置信度为 1- A的置信下限为
RL ( t) = exp( - KH t ) , t > 0 ( 27)

3　仿真实例

考虑如下的例子,以此检验基于 r 阶样条密度函数的经验 Bayes 估计的可行性和优良性以及考察 r

对估计结果的影响,现采用如下的仿真步骤:

( 1) 假设对失效率为 0. 01的指数分布进行完全寿命试验, 仿真试验次数为n= 10,每次试验所含样

本数m= 20,单元的任务时间 t0= 10h;

( 2) 由( 1)中仿真试验数据, 根据( 3)式可得失效率 K的 10个 MLEKd1 ,⋯, Kd10,其中 Kd1, ⋯, Kd9为历史
数据,将 Kd10记为 Kd,当作现在的数据;

( 3) 由式( 4)得出在区间[ a、b] = [ Kdmin- rh, Kdmax+ rh]上 K的样条密度函数估计 Pd(K) ;
( 4) 由 Pd(K)及式( 11)求得经验验后分布 P(K/Kd) ;
( 5) 分别由式( 22)和( 23)得出失效率的估计 KdEB及其验后风险 VarEB (K/Kd) ,由式( 26)得可靠性的经

验 Bayes 估计 RdEB ( t0 ) ;
( 6) 分别考虑 r= 2, 3, ⋯, 10重复进行( 3) -( 5)步;

( 7) 重复( 1) - ( 6)步 1000次,可得考虑 r 阶样条密度情况下经验 Bayes估计KdEB的验后方差的均值

MPV
( r )
= ∑

1000

i= 1
Var

( i)
EB (K/Kd) / 1000,验后方差的均值实际上也就是经验 Bayes估计 KdEB的最小 Bayes 风险的

近似值,通过比较 MPV
( r )
可以分析 r 对估计精度的影响;

( 8) 由( 1)中某次仿真试验数据,考虑验前分布为 Gamma分布的情况,应用传统的 Bayes方法求得

( 5)中的各相应参数,并与由本文算法得到的经验 Bayes估计相比较。

考虑某次仿真试验数据,由式( 1)得失效率 K的 10个 MLEKd1 ,⋯, Kd10分别为 0. 009, 0. 008, 0. 0078,

0. 0109, 0. 0108, 0. 0083, 0. 0066, 0. 0104, 0. 0094, 0. 0132。由上述策略的( 3) -( 6)步得可靠性参数的经验

Bayes 估计各参数值, 见表 1。

对于同样的仿真试验数据, 在考虑Gamma验前分布情况下,传统 Bayes估计的参数值为

KdG = 0. 01042　V ar G(K/Kd) = 1. 99390× 10- 6　RdG( 10) = 0. 90107

表 1　点估计及相应的验后风险

T ab. 1　Po int estimates and the asso ciated po sterior po sterior risks

r [ a, b] KdEB Var×106 R
d
EB ( 10)

2 [ 0. 0049, 0. 0126] 0. 01014 1. 21950 0. 90123

3 [ 0. 0045, 0. 0130] 0. 01014 1. 21013 0. 90123

4 [ 0. 0042, 0. 0133] 0. 01014 1. 21061 0. 9123

5 [ 0. 0039, 0. 0136] 0. 01014 1. 21074 0. 90123

6 [ 0. 0036, 0. 0139] 0. 01014 1. 21076 0. 90123

7 [ 0. 0034, 0. 0141] 0. 01014 1. 21078 0. 90123

8 [ 0. 0030, 0. 0145] 0. 01014 1. 21079 0. 90123

9 [ 0. 0028, 0. 0147] 0. 01014 1. 21080 0. 90123

10 [ 0. 0026, 0. 0149] 0. 01014 1. 21080 0. 90123

　　从表1和上面的数据可以看出,基于验前分布样条密度函数估计的经验 Bayes估计较之基于Gam-

ma 验前分布的传统的 Bayes 估计有较小的验后风险。

同时,由上述仿真步骤得到近似的 Bayes风险 MPV ( r ) , r= 2, 3, 4, 5, 6, 10,见表 2。可以看出随着 r

的增大 Bayes 风险减小。这说明高阶的样条密度函数估计的精度更高,风险更小。
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图 1　失效率的 r 阶样条密度函数估计及其验后概率密度函数( r= 3, 10)

F ig . 1　The r-th spline density estimate and the associated poster io r pr obability density

function w hen r= 3, 10.

表 2　Bayes 风险

Tab. 2　T he Bayes r isks

r 2 3 4 5 6 10

M PV ( r) ( X 10- 6) 2. 4310 2. 3820 2. 3363 2. 2270 2. 1136 1. 7760
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