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　　摘　要　讨论了次可加、具有有界变差的正规模糊测度空间上关于模糊测度、内测度及模糊积分的性质,

在此基础上定义了此模糊测度空间上随机变量的条件数学期望,它是相对于经典测度空间的一个推广。
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Abstract　T his paper discussed some proper ties of fuzzy measur e, internal measur e and fuzzy integ ra tion on a nor-

mal f uzzy measure space which is subadditive and has bounded variation. A s a r esult , the conditional expectation of r an-

dom var iable on such measurable space is defined.
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模糊测度与模糊积分理论是经典测度论的延续。经典测度论是在对长度、面积、体积的测量过程中

建立和发展起来的,其诸多的优秀结果与经典测度具有的可列可加性有关。随着测度理论的发展,可列

可加性相对于实际应用来说是较苛刻的要求,在很多情况下所定义的非负集函数并不满足可列可加性。

于是,模糊测度随之产生,也取得了许多结果。1974年,日本学者 Sugeno 提出了用单调性和连续性来代

替可加性的另一类集函数, 称之为模糊测度 [ 1] , 并定义了相应的模糊积分。其理论已经应用于主观评判

过程。由于模糊测度不具有可列可加性,因此对于具体的问题一般都是给模糊测度加上一定的条件来讨

论。本文将在一类模糊测度空间上定义随机变量的条件期望,主要内容包括次可加、具有有界变差的正

规模糊测度空间上测度、内测度及积分的相关结果, 该空间上的Radon-Nikodym 导数性质,以及随机变

量的条件期望。

1　模糊测度与模糊积分

经典测度具有可列可加性, 但在许多实际问题中,得到的集函数并不具有该性质, 因此产生了模糊

测度。下面给出模糊测度的定义。

1. 1定义( 8 ,R)为一可测空间, L为R→[ 0, + ∞]上非负集函数,称 L为( 8 ,R)上模糊测度,若

( 1) L( <) = 0

( 2) A , B∈R, A < B] L( A )≤L( B )

( 3) A n∈R, n= 1, 2,⋯, A n↑] L(∪A n) = lim
n
L( A n )

( 4) A n∈R, n= 1, 2,⋯, A n↓v n0, s. t . L( A n
0
) < ∞] L(∩A n ) = lim

n
L( A n)

若还满足 L( 8 ) = 1,称 L为正规模糊测度。Sugeno 最早使用的就是正规模糊测度。

有了模糊测度,还可以定义模糊测度的内测度。
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1. 2定义　设{E i, i= 1, 2,⋯, n}为E 的可测分划,用 E = ∑
n

i= 1
E i, E i∈R表示E i( i = 1, 2,⋯, n) 是

两两不交的且E = ∪
n

i= 1
E i , E的可测分划全体用∏( E) 表示。令L* ( E) = sup{∏( E) } ∑

n

i= 1
L( E i ) ,

称L* 为

L的内测度。若 L* ( 8 ) < ∞, 则称 L具有有界变差。
由定义立即可得内测度的一些基本性质[ 1]。

1. 3命题( 8 ,R, L)为模糊测度空间, L* 为 L的内测度, 则成立

( 1) L( A )≤L* ( A ) ,P A∈R
( 2) P A , B∈R, A∩B= <] L* ( A∪B)≥L* ( A ) + L* ( B) ,且 L* ( A ) = 0Z L( A ) = 0

( 3) L* 单调,即 A , B∈R, A < B ] L* ( A )≤L* ( B)

( 4) 若 L次可加, 则 L*有限可加。

在模糊测度和内测度的基础上,考虑模糊积分。设( 8 ,R, L)为模糊测度空间, L
+
表示非负有限可

测函数全体, U+ 表示非负简单函数全体。对于 f ∈U+ , 定义 f 的模糊积分为

∫A
f dL = inf { s∶s≥f } {∑

n

i= 1

aiL* ( A i) }

其中 s∈U+ , s=∑
n

i= 1
aiI A

i
,∑

n

i= 1
A i= A。对于 f ∈L

+
, 取 f n∈U+ , f n↑f ,定义 f 的模糊积分为

∫A
f dL = lim

n∫A
f ndL.

关于该积分的基本性质,详见文献[ 1]。

1. 4命题　L为次可加的模糊测度,则P A∈R, f , g∈L
+ ,有

∫A
( f + g) dL=∫A

f dL +∫A
g dL. ( 1. 1)

　　证明　L次可加,则 L* 有限可加。由于 f 在 A 上的积分只与 f 在A 上的值及 A 的可测分划有关,

故不妨先设 f ∈ U+ , f = ∑
n

i= 1
bj I B

j
,∑

n

i= 1
B j = A。由定义可知,∫A

f dL = inf { s∶s≥f } {∑
n

i= 1
aiL* ( A i) } ,其中 s ∈

U+ , s = ∑
n

i= 1
a iI A i ,∑

n

i= 1
A i = A , A i ∈R。若 A iB j = < ,则 L* ( A iB j ) = 0。若 A iB j≠<,则由 s≥f 知, a i≥bj。

故

∑
m

i= 1

a iL* ( A i ) = ∑
m

i= 1

aiL* (∑
n

i= 1

A iB j ) = ∑
m

i= 1
∑

n

j = 1

aiL* ( A iB j )

≥∑
m

i= 1
∑

n

j= 1

bjL* ( A iB j ) = ∑
n

j= 1

bjL* ( B j )

于是在函数类{ s∈U+ ∶s≥f }中取下确界即得等式:∫A f dL= ∑
n

j= 1
bjL* ( B j )。此时, 模糊积分转化为

Lebesgue 积分,由 Lebesgue积分的性质知( 1. 1)式成立。

1. 5系　设 c 1, c2≥0, f , g∈L
+
,则P A∈R,有

∫A
( c1f + c2g) dL= c 1∫A

f dL+ c2∫A
gdL. ( 1. 2)

　　证明　由( 1. 1)式及模糊积分的正齐次性[ 1]可得( 1. 2)式。

1. 6定理　设 L为次可加模糊测度, f ∈L
+ ,设 v= f . L.为 f 关于 L的不定积分, 则 v n L,且 v 为一

经典测度。

证明　由积分性质, L( A ) = 0]∫A
f dL= 0, 故 v n L。设{A n}∞n= 1 < R, A = ∑

∞

n= 1

A n , 则由模糊积分

的单调收敛定理[ 1]有

v ( A ) =∫A
f dL=∫8∑

∞

n= 1
f I A

ndL= l im
n∫8∑

n

i= 1
f I A

idL = lim
n ∑

n

i= 1∫A
i

f dL= lim
n ∑

n

i= 1
v ( A i ) = ∑

∞

n= 1
v ( A n )
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即 v 满足 R- 可加性,又 f∈L
+
,故 v 为( 8 ,R)上经典测度。

1. 7定理　设 L为次可加模糊测度, f ∈L
+
,则

f = 0, L- a. e. Z∫8
f dL = 0 ( 1. 3)

　　证明　必要性　设 f = 0, L- a. e. ,则 L( [ f > 0] ) = 0。从而

∫8
f dL =∫8

( f I [ f > 0] + f I [ f = 0] ) dL =∫[ f > 0 ]
f dL+∫[f = 0]

f dL = 0.

　　充分性　设∫8 f dL= 0, 反设 L( [ f > 0] ) > 0,即 L ∪
∞

n= 1
f ≥

1
n

> 0。由 L的下连续性有

L ∪
∞

n= 1
f ≥

1
n

= lim
n
L f ≥

1
n

> 0

由极限保号性知, v n0∈ N , s . t . L f ≥
1
n 0

> 0。于是由命题 1. 4有

∫8
f dL≥∫[f ≥

1
n
0
]
f dL≥ 1

n0∫[ f≥
1
n
0
]
dL= 1

n0
L* [ f ≥

1
n0
] ≥

1
n0
L [ f ≥

1
n0
] > 0

与题设矛盾。故 L( [ f > 0] ) = 0,即 f = 0, L- a. e. 。

2　条件期望

在经典测度论中, 条件期望囿于概率空间上研究。在此, 也将在正规模糊测度空间上来研究条件期

望。设( 8 ,R, L)为正规模糊测度空间,且L为次可加,具有有界变差。X 为R可测函数,称为随机变量,

R1为R的子 R- 代数,本节将给出 X 关于R1的条件期望的定义。

2. 1引理　L为( 8 ,R)上次可加具有有界变差的正规模糊测度, 则

( 1) L为次 R- 可加的; ( 2) L*为( 8 ,R)上的经典测度。

证明　( 1)设{A k}∞k= 1< R,则P n∈N ,

L ∑
∞

k= 1

A k = L ∑
n- 1

k= 1

A k + ∑
∞

k= n

A k ≤ L ∑
n- 1

k= 1

A k + L ∑
∞

k= n

A k ≤∑
n- 1

k= 1

L( A k ) + L ∑
∞

k= n

A k )

令 Bn = ∑
∞

k= n

A k ,则B n↓∩
∞

n= 1
B n, 由反证法易知, ∩

∞

n= 1
B n = Á 。又由于L为正规模糊测度,由L的上连续性有

L ∑
∞

k= 1

A k ≤∑
∞

k= 1

L( A k) ,即 L为次 R- 可加的。

( 2) {A k}
∞
k= 1同上( 1)所述,则由 L* 的有限可加性,有

L* ∑
∞

k= 1
A k = L* ∑

n- 1

k= 1
A k + L* ∑

∞

k= n

A k ≥∑
n- 1

k= 1
L* ( A k)

令 n→∞, 有 L* ∑
∞

k= 1
A k ≥∑

∞

k= 1
L* ( A k) , 因为 L为有界变差的。

另一方面,由 L* 的定义, P E> 0, v {B j } m
j= 1 < R,∑

m

j= 1

B j = A = ∑
+ ∞

k= 1

A k , 有

L* ∑
∞

k= 1
A k < ∑

m

j = 1
L B j + E= ∑

m

j = 1
L ∑

∞

k= 1
A kB j + E

≤∑
m

j = 1
∑
∞

k= 1

L( A kB j ) + E= ∑
∞

k= 1
∑
m

j= 1

L( A kB j ) + E

≤∑
∞

k= 1
L* ( A k ) + E

令 E→ 0+ ,有 L* ∑
∞

k= 1

A k ≤∑
∞

k= 1

L* ( A k) 。综合两方面即得结果。

以下给出正规模糊测度的 Randon-Nikodym 性质。
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2. 2定理　设 v 为( 8 ,R)上的经典测度, L为( 8 ,R)上次可加具有有界变差的正规模糊测度, 且 v

n L,则v g∈R, s. t . v = g. L. ,且 g 在 L- a. e.意义下唯一。

证明　存在性证明方法与经典测度论中的 Lebesgue 分解定理的证明类似[ 2] , 其中用到 Jordan-

Hahn分解定理、引理 2. 1. ( 2)以及定理 1. 7。唯一性证明由命题 1. 4、定理 1. 7及反证法即得。在此从

略。

2. 3定义　设( 8 ,R, L)为次可加具有有界变差的正规模糊测度空间, X 为( 8 ,R)上可测函数, 且

X≥0,R1 为R的子 R- 代数, 若 g为非负R1可测函数且满足

P A ∈R1 ,∫A
gdL =∫A

X dL, ( 2. 1)

则称g 为 X 关于R1的条件期望,记作 E[ X ûR1 ]。

一般地, 对于( 8 ,R)上可测函数 X ,定义 X 的期望

EX =∫8
X

+ dL -∫8
6 - dL

若 X 的期望存在,则定义 X 关于R1 的条件期望为

E[ X ûR1] = E[ X + ûR1 ] - E[ X - ûR1 ]

　　注 1　对于 X≥0,则 v= X . L.为( 8 ,R)上测度,且 vn L。由定理 2. 2,在 L- a. e.意义下存在唯一

的R1可测函数 g, s . t . v= g . L.。显然 g 满足( 2. 1)式,故上述定义是有意义的。

注 2　由引理 2. 1( 2) , 在 L为次可加具有有界变差的正规模糊测度时, L* 为经典测度, 且由命题

1. 4知

P A ∈R, 　∫A
f dL= ( L )∫A

f dL*

其中 ( L )∫A
f dL* 为 f 在 A 上的 Lebesgue积分。又 L( A ) = 0Z L* ( A ) = 0,故经典测度论中的条件期望

的性质在此几乎都成立,在此也不再详述。

3　实例

例　设 8 = { 1, 2,⋯, n} ,R为8 的幂集。P E∈R,令 L( E) = CardE
n

1/ 2

, 其中 CardE 是 E 中所含

的点的个数。可以验证, L为( 8 ,R)上的次可加、具有有界变差的正规模糊测度, 但不是经典测度。由

Cauchy 不等式知, L* ( E ) =
CardE

n
。取 8 上子 R- 代数R1= {<, { 1} , { 2} , { 1, 2} , { 3, 4,⋯, n} , { 2, 3, ⋯

n} , { 1, 3,⋯, n} , 8 } , ( 8 ,R)上可测函数X ( i) = i
2 (在此仅以非负函数为例,其它类同)。通过在每个原子

上积分,可算得 X 关于R1的条件期望

E[ X ûR1 ] =

i
2
, i = 1, 2

1
n - 2

n( n + 1)
2

- 5 , 2 < i≤ n

可见,该类模糊测度确可导出合理的条件期望。

4　结束语

对于可测空间上的一类正规模糊测度,讨论了相应的测度、内测度及模糊积分性质。在此基础上定

义了合理的条件期望。它是经典测度条件期望的推广。
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