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摘 要: 研究了二维谐波信号相关矩阵后, 提出了一种称之为 / 矩阵束的二维谐波估计 ( MP2D)0 算法,

该算法既不需要求解二维特征多项式的根, 也不需要在二维频率空间搜索谱峰, 算法具有高效性。仿真实

验表明, 该算法在白噪声条件下对二维谐波频率估计具有高的精度和强的抗干扰能力。
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Abstract: After studying the correlation matrix of 2D harmonic signal, we present a new algorithm called / matrix pencil algorithm

for 2D harmonic retrieval problem0 ( MP2D) . This algorithm is highly efficient in computation because it does not have to solve the roots

of 2D polynomial or search for the peak of 2D frequency space. The simulation experiments show that this algorithm has high precision for

2D frequencies estimation and low sensitivity to noise.
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二维谐波估计是现代谱估计中非常关心的问题, 它在声纳回波处理、雷达成像、语音分析、地球

物理等众多领域有着广泛的应用, 迄今, 二维谐波估计常见的算法有 AR (或 ARMA) 建模方法[ 1, 2] ,

子空间谐波估计方法
[ 3]

(如 MUSIC, Pisarenko 等) , 线性预测方法
[ 4]
、最大似然估计方法

[ 5]
等。这些

方法都会遇到二维特征多项式的求解或二维频率空间谱峰的搜索; 二维特征多项式的求解是非常困难

的问题, 一般没有通用的有效的求解方法, 二维频率空间谱峰的搜索则需要以巨大的计算量为代价,

且估计精度受到二维频率空间网格的约束, 其本质是一种非参数估计方法。

本文提出的MP2D (Matrix Pencil method of 2D frequencies retrieval) 算法是一种参数估计方法, 其基

本思想是通过对二维谐波相关矩阵分析, 把二维谐波参数估计问题分解为二个一维谐波参数估计问

题, 而后, 采用一维谐波参数估计的矩阵束方法 (Matrix Pencil Method) 分别估计二组一维谐波的频

率, 再把估计的二组一维谐波频率用一种称之为 /正交子空间的配对算法0 ( Pairing Algorithm) 配对,

实现二维频率估计。二维谐波幅度的估计相对简单, 利用二维谐波频率估计结果, 用最小二乘估计

(LS) 或总体最小二乘估计 ( TLS) 方法可实现幅度估计。

1  问题的提出

设加高斯白噪声的二维谐波信号模型如(1) 式:

x ( m, n) = E
I

i= 1
riexp( j<i + j2Pf 1im + j2Pf 2in) + w ( m, n) (1)

其中 I 表示二维谐波的个数, ri 表示谐波幅度, <i 表示谐波相位, w ( m, n) 表示与信号不相关的高斯白

噪声。数据长度设为: 0 [ m [ M - 1; 0 [ n [ N - 1。
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令: yi = exp( j2Pf 1i ) ; zi = exp( j2Pf 2i ) ; a i = riexp( j<i )。

则(1) 式可表示为(2) 式形式:

x ( m, n) = E
I

i= 1
a iy

m
i z

n
i + w ( m , n) (2)

容易证明 x ( m , n) 的自相关函数可以由(3) 式表示:

r( l , k ) = E
I

i= 1
A iexp( j2Pf 1il ) exp( j2Pf 2ik ) + D2( l , k ) (3)

其中 D2 表示白噪声的方差, A i表示与频率无关的常量。

令 k = 0,则(3) 式可简化为(4) 式:

r ( l , 0) = E
I

i= 1
A iexp( j2Pf 1il ) + D

2
( l ) (4)

同样,令 l = 0, 则有( 5) 式结果:

r (0, k) = E
I

i = 1

A iexp( j2Pf 2ik ) + D2( k ) (5)

由(4)、(5) 式可以得出结论:自相关函数 r ( l , k) 在 k = 0或 l = 0时, 其仅包含一组频率成分,即在

自相关函数的/边缘0,频率成分{ f 1i | i = 1, 2, ,, I } 与{ f 2i | i = 1, 2, ,, I } 无耦合。本算法正是基于这

一/解耦0特性,把二维谐波频率求解问题分解为二个一维谐波频率求解问题来处理。

2  一维谐波频率估计的矩阵束算法

一维谐波频率估计有众多的研究成果, 文献 [ 6] 研究表明矩阵束算法 ( MP) 是高效的一维谐波

估计方法, 其基本思想是构造特殊的矩阵 ( Hankel矩阵) , 利用矩阵间的特殊关系, 通过求解广义特

征值来实现一维谐波频率估计。

设一维谐波信号模型为 ( 6) 式:

x ( k ) = E
I

i= 1

biz
k
i (6)

其中 z i = exp( j2Pf i ) , bi = a iexp( j<i ) , 则

r ( l ) = E [ x ( k ) x
*

( k + l) ] = E
I

i= 1
| bi |

2
/ 2z

l
i = E

I

i= 1
riz

l
i (7)

记 xk = x ( k ) , 构造矢量: D t = [ xt , xt+ 1, ,, xN- L+ t- 1]
T
, 其中T 表示矢量的转置。

构造Hankel矩阵: X 0 = [ DL- 1, DL- 2, ,, D0] (8)

X 1 = [ DL , DL- 1, ,, D1] (9)

矩阵 X 0、X 1都为( N - L )* L 矩阵。由(7)、( 8)、(9) 式可把 X 0、X 1改写为( 10)、(11) 式:

X 0 = ZLRZR (10)

X 1 = ZLRZZR (11)

其中: ZL =

1 , 1

z 1 , zI

s s

z
N- L- 1
1 , z

N- L- 1
I

, ZR =

z
L- 1
1 z

L- 2
1 , 1

z
L- 1
2 z

L- 2
2 , 1

s s s

z
L- 1
I z

L- 2
I , 1

R = diag( r 1, r 2, ,, rI ) , Z = diag( z1, z 2, ,, zI )

则有: X 1- KX 0 = ZLR( Z - KII) ZR (12)

因此矩阵束X 1- KX 0的广义特征值为信号的极点{ zi | i = 1, 2, ,, I } ,求解信号的频率问题转化为

求解矩阵束的广义特征值问题。下面给出直接求解方法,要更详细了解矩阵束广义特征值求解方法, 可

参阅文献[ 7]。

求解(12) 式广义特征值之前,首先要对矩阵 X 0、X1 作降秩近似,以减小噪声的影响。
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X 1 µ X1T = U1 r 1V
H
1 (13)

X 0 µ X0T = U0 r 0V
H
0 (14)

其中 U0, U1, V0, V1, r 0, r 1 分别是由主奇异矢量构成的矩阵和由主奇异值构成的矩阵,所以有

X 1- KX 0 µ X 1T - KX 0T = U1r 1V
H
1 - KU0 r 0V

H
0

= U
H
2 U1 r 1V

H
1 V 2- Kr 2 = r 2V

H
2 [ X

+
1TX0T - KI ] V 2 (15)

其中 X
+
1T 表示X 1T 的(Moore-Penrose逆) 伪逆。这样(12) 式矩阵束的广义特征值为矩阵 X

+
1TX 0T 的特

征值。信号频率则为广义特征值的对数。

综合以上推导, 一维谐波信号频率估计的 MP 算法步骤如下:

(1) 由数据(采样数据或采样数据的自相关函数) 按(8)、(9) 式构造二个Hankel矩阵 X 0、X 1;

(2) 对 X0、X 1 矩阵降秩近似得到 X 0T、X 1T ;

(3) 计算 X
+
1TX 0T 及其它的特征值{ Ki | i = 1, 2, ,, I } ,取特征值的对数,获得信号频率。

3  二维谐振频率配对

把二维谐波频率估计问题转化为二个一维谐波频率估计问题,实现二维谐波恢复的重要一步是怎

样把二组一维谐波准确配对。子空间理论指出:由信号构成的子空间与由噪声构成的子空间正交,由这

一理论出发构造的极点配对代价函数解决了频率配对问题。

设二维谐波信号相关函数为 Re,对 Re 进行特征分解,则 Re 可表示为

Re = E
M

i= 1
Kiu iu

H
i = US r SU

H
S + Un r nU

H
n (16)

其中 Ki为Re的特征值, u i为Re的特征向量, US为由主特征值对应的特征矢量构成的矩阵, Un由非

主特征值对应的特征矢量构成的矩阵。构造如下信号矢量 eLi

eLi = yLi á zLi (17)

其中, á 表示Kronecker积, yL = [ 1, y , ,, y
P- 1

] , zL = [ 1, z , ,, z
Q- 1

]

y = exp( j2Pf 1)   z = exp( j2Pf 2)   P * Q = M

由子空间理论可知, 信号空间与噪音空间正交( US L Un ) , 这表明由(17) 式构成的信号矢量 eL 在

(f 1, f 2) = { ( f 1i , f 2i ) | i = 1, 2, ,, I } 处有: eL L Un。根据这一性质构造如下代价函数:

J n( i , j ) = E
M

k= I+ 1

+u
H
keL ( y i , z j ) +2

(18)

显然,当( f 1, f 2) = { ( f 1i , f 2i ) | i = 1, 2, ,, I } 时, Jn ( i , j ) 最小(正交性) ,而其它频率组合将有较大

的代价。

因此, 频率配对方法为: 固定 i ( i = 1, 2, ,, I ) , 对 j = 1, 2, ,, I 分别求出在 i 条件下的代价值,

Jn ( i , j ) , 寻找 J n( i , j ) ( j 为变量) 的最小值所对应的下标,设为 j ( i ) , 则配对频率为( y i , z j ( i ) ) ,重复以上

工作,直至频率搜索完毕。

在一般情况下, 信号子空间的维数总是小于噪声子空间的维数, 为减少计算量, 引入信号子空间的

/反代价函数0, 定义如下:

J S( i , j ) = E
I

k= 1
+ u

H
k eL( yi , z j ) +2

(19)

JS ( i , j ) 与 J n( i , j ) 不同之处在于,当(f 1, f 2) = { ( f 1i , ff
2i
) | i = 1, 2, ,, I } 时, JS ( i , j ) 为极大值,而

Jn ( i , j ) 为极小值。

综合以上分析, 频率配对算法过程如下:

(1) i = 1, 计算 JS ( i , j ) ,其中 j = 1, 2, ,, I。

(2) 在{ J S( i , j ) | j = 1, 2, ,, I } 中搜索最大值, 其对应的下标为 j ( i ) ,则配对的极点为( y i , z j ( i) ) ;

(3) i = i + 1
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(4) 计算 JS ( i , j )  j = 1, 2, ,I , 但 j X j ( k) ,其中 k = 1, 2, ,, i - 1。

(5) 在{ JS ( i , j ) | j = 1, 2, ,, I , j X j ( k) , k = 1, 2, ,, i - 1} 中搜索最大值,其对应的下标为 j ( i ) ,

则配对的频率为( yi , z j( i ) )。

(6) 当 i < I - 1时返回(3) ,否则结束配对算法。

4  MP2D算法

以上几部分分析一维谐波频率估计的MP算法和频率配对算法, 在构造MP2D算法之前还需讨论一

个问题,即模型阶数估计问题。由于我们已经求出信号的相关函数矩阵以及相关函数矩阵的特征分解,

因此, 在信噪比较高时可以简单地用特征值的明显差别估计模型阶数; 当信噪比较小时,可以采用文献

[ 8, 9] 方法估计模型阶数。

综合以上分析, MP2D二维频率估计算法如下:

(1) 由采样数据 x ( m, n) , 0 [ m [ M - 1; 0 [ n [ N - 1计算 M @ M 自相关矩阵R

(2) 对 R进行特征分解,得到特征值 Ki和特征向量u i , i = 1, 2, ,, M; 估计信号的阶数 I ,并构造主

特征矢量矩阵 US 和非主特征矢量矩阵Un。

(3) 令自相关矢量 R1 = { R( l , 0) | l = 1, 2, ,, M} , R 2 = { R( 0, k ) | k = 1, 2, ,, M } ,用一维MP

算法分别计算极点{ yi | i = 1, 2, ,, M} 和{ zi | i = 1, 2, ,, M }。

(4) 采用频率配对算法对{ y i | i = 1, 2, ,, M} 与{ z i | i = 1, 2, ,, M} 配对。

5  仿真实验

仿真实验给出六组频率数据( 0126, 0124) , (0124, 0124) , (0124, 0126) , (0128, 0122) , (0130, 0120) ,

(0132, 0118) ; 取采样点数为M = N = 50,在信噪比分别为25dB、15dB、5dB条件下估计二维频率,信噪比

定义如(20) 式。

SNR = 10log
E

I

i= 1

( A
2
i / 2)

D2
(20)

仿真实验结果如表 1。

表 1 仿真实验结果

Tab11 The result of simulated experiment

SNR ( f 11, f 21) ( f 12 , f 22 ) ( f 13, f 23) ( f 14, f 24) ( f 15, f 25) ( f 16, f 26)

25dB 012600, 012400 012400, 012400 012400, 012600 012800, 012200 01 3000, 012000 013200, 01 1800

15dB 012601, 012400 012401, 012398 012400, 012599 012802, 012201 01 3001, 012000 013200, 01 1802
5dB 012610, 012408 012407, 012388 012392, 012622 012822, 012209 01 3012, 012008 013211, 01 1809

  仿真实验结果表明: 该算法频率配对准确, 在信噪比较高条件下, 该算法估计频率精度非常高,

即使在低信噪比情况下, 该算法对频率的估计仍然有满意的精度。

本文给出的算法是在研究雷达高分辨成像算法过程中提出的, 考虑到算法的估计精度、计算效率

和抗噪声能力等方面, 本算法有以下特点: ( 1) 由于算法不需要频率空间搜索, 而仅在所求的频率点

上进行频率配对, 其计算量远远小于 MUSIC 算法。这为二维雷达信号散射中心成像的实时提取提供

了高效的、实用的方法; ( 2) 算法的估计精度由一维MP 算法决定, 因此算法估计精度高; ( 3) 该算

法在一维频率估计中采用 SVD分解取主特征矢量等方法抑制噪声, 使得该算法与传统方法比较有高

的抗噪声能力。 (下转第46页)
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图 6 串馈微带阵增益随阵元数变化曲线

Fig16  Gain of series- fed patch arrays

  图 6是微带串馈贴片阵的增益随阵元数目变化的

曲线。若馈线无损耗则微带阵的增益应随阵元数的增

加而线性增加, 考虑馈线损耗时, 增益变化情况如下:

当阵的元数较少时, 增益随阵元的增加而线性增加,

这说明在阵较小时, 馈线的总长度较短, 馈线消耗的

功率较少; 随着阵元 N 的增加, 馈线总长度较长, 馈

线消耗的功率较多, 增益的增加趋向平缓, 阵越大,

通过增加辐射元使天线的增益提高也越困难, 图中显

示的极限增益为 3115dB, 一般单块贴片天线阵的设计
增益最好不超过 27dB。

3  结论

用上述方法可以对串馈微带阵优化设计, 不仅可

以用来设计计算串馈微带阵, 也可以用来设计计算其他串馈阵, 在工程上有较大的实用价值。
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