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气动力辅助异面变轨可达范围的判别方法
X

林西强, 张育林

(国防科技大学航天与材料工程学院　湖南 长沙　410073)

　　摘　要: 航天器进行气动力辅助异面变轨时, 确定可达范围 (变轨结束时的倾角和升交点赤经) 是一个

十分重要的问题。文中利用坐标变化法, 得到了由初始轨道倾角为 0时的倾角改变量, 确定任意初始倾角下

可达范围的公式, 使求解大为简化。
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Attainability Domain of Aeroassisted Orbital Plane Change

LIN X i-qiang , ZHANG Yu-lin

( College o f Aero space and M a terial Eng ineering , National Univ . of Defense Technology , Chang sha 410073, China)

Abstract: Determining the at tainability domain of aero assisted orbital plane change, i. e. the inclination and the

longitude o f the ascending node, is a ver y impor tant pr oblem. Using coordinates tr ansfo rmation, the analy tic fo rm ula

calculating the attainable domain w ith arbit rar y initial inclination w as obtained in this paper . Because only the inclination

change w ith 0 deg ree initial inclinat ion is needed, the formula can make the calculation g r ea tly simpler .
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自从 1962年 London
[ 1]
提出利用大气辅助变轨可以节省能量以来, 在这方面国内外已做了大量的

工作
[ 2, 3]
。在用气动力辅助异面变轨时,人们往往关心的是变轨结束后所能得到的倾角和升交点赤经, 即

可达性问题。对于给定的航天器参数和控制律, 变轨结束时的倾角和升交点赤经与初始轨道倾角有关,

因此对不同的初始倾角要分别进行计算。这需要求解一个两点边值问题或一个非线性规划问题, 然而

十分困难。绝大多数文献在进行气动力异面辅助变轨研究时, 都假设初始轨道位于赤道面, 得到了实

际上是相对于初始轨道的倾角范围, 而回避了一般性问题。因此有必要解决如何简单准确地确定出可

达范围的问题。

文献 [ 4] 指出了确定可达范围的重要性, 但仅研究了在给定初始条件下气动力辅助平面变轨的情

况。文献 [ 5] 利用坐标变换法, 找到了终了轨道实际要素和相对于初始轨道要素量值之间的关系, 进

而指出, 为了使轨道的实际倾角变化最大, 就必须使其相对于初始轨道的倾角变化最大, 从而从理论

上说明了一般文献中假设初始轨道在赤道面上进行优化的合理性。本文将其坐标变换的方法, 用于可

达性研究, 推导出了利用某种航天器相对于初始轨道 (假设初始轨道倾角为 0进行计算的轨道) 的倾

角改变量范围, 计算任意初始倾角时可达范围的公式。

1　可达范围确定公式

图 1给出了初始轨道、终了轨道和赤道三者之间的相互关系, 其中 i是倾角, 8 是升交点赤经, u是

纬度幅角, 表示某一时刻航天器的升交点角距。上标撇号表示终了轨道相对于初始轨道的量值, 下标

0表示初始轨道相对于赤道的量值, 即初始轨道的实际值, 无上下标的量则表示终了轨道相对于赤道的

量值。图中, A 是航天器的开始变轨位置, B、C分别是初始和终了轨道的升交点, E 是航天器变轨结

束后的位置, F 是春分点。由球面三角公式可得
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图 1　轨道关系简图

Fig. 1　Sk etch of th ree orbito

cos i = co si0co si′- sini 0sini′co s( $8′+ u0 ) ( 1)

cos i′= cosi 0cosi + sini 0sinicos$8 ( 2)

注意到, 当 ( $8′+ u0 ) ∈ [ 0, P] 和( $8′+ u0) ∈ [P, 2P] 时,

co s( $8′+ u0 ) 都取遍了其值域,而 $8 也分别属于[ 0, P] 和
[P, 2P] ,因此以下仅对( $8′+ u0 )、$8 ∈ [ 0, P] 进行讨论,而

另一半关于 P对称。
设已知 i′∈ [ i

′
min , i

′
max] ,对于任意给定的初始轨道倾角i 0,

首先确定终了轨道倾角 i 的范围。由( 1) 易得对任一 i′, 有

ii′min = ûi0 - i′û ( 3)

ii′max = min( i 0 + i′, 2P- i 0 - i′) ( 4)

故对所有的 i′, 有

imin =
0　　　　　　i0 ∈ [ i

′
min , i

′
max ]

min ûi 0 - i
′
maxû, ûi 0 - i

′
minû 　 否则

( 5)

imax =
P　　　　　　P∈ [ i0 + i

′
min , i0 + i

′
max]

m ax m in i 0 + i
′
max , 2P- i 0 - i

′
max , min i0 + i

′
min, 2P- i0 - i

′
min 　否则

( 6)

　　再确定对任一 i∈ [ imin , imax] 时 $8 的范围, 即可得到可达范围。为此,先确定 i′范围, 有如下定理。

定理: 对于任一 i∈ [ imin, imax ] , 有

i
′
imax = m in( i

′
max , i + i0 , 2P- i - i 0) ( 7)

i
′
imin = max ( i′min , ûi - i 0û) ( 8)

　　证明: 将 cos( $8′+ u0) 表示成 i′的函数 f ( i′)

cos( $8′+ u0) = f ( i′) =
cos i0cos i′- cos i

sini0sini′
( 9)

易见 f ( i′) = 1时, 有 i′= i - i0或 i′= 2P- i - i0 , f ( i′) = - 1时, 有 i′= i 0 - i或 i′= i + i 0。分四

种情况:

¹ i - i 0 > 0, i + i0 < P
此时, lim

i′→0+
f ( i′) = + ∞, lim

i′→P-
f ( i′) = - ∞,在[ 0, P] 内,仅有 f ( i - i 0) = 1, f ( i + i0 ) = 1, 因此

i
′
imax = i + i0 , i′imin = i - i 0 ( 10)

　　ºi - i 0 < 0, i + i 0 > P
此时, lim

i′→0+
f ( i′) = - ∞, lim

i′→P-
f ( i′) = + ∞,在[ 0, P] 内, 仅有 f ( i0 - i ) = - 1, f ( 2P- i - i 0) = 1,

因此

i
′
imax = 2P- i - i0 , i

′
imin = i 0 - i ( 11)

　　 » i - i 0 > 0, i + i 0 > P
此时, lim

i′→0
+
f ( i′) = + ∞, lim

i′→P-
f ( i′) = + ∞, 在[ 0, P] 内, 仅有 f ( i - i 0) = 1, f ( 2P- i - i0 ) = 1。

为了考察区间[ i - i 0, 2P- i - i0 ] 中点的情况,取 i′= P- i0 , 有

f ( P- i0 ) =
- co s

2
i 0 - co si

sin2
i0

= 1 -
1 + co si

sin2
i0

< 1 ( 12)

因此

i
′
imax = 2P- i - i0 , i′imin = i - i0 ( 13)

　　 ¼ i - i 0 < 0, i + i 0 < P
此时, lim

i′→0
+
f ( i′) = - ∞, lim

i′→P-
f ( i′) = - ∞,在[ 0, P] 内,仅有 f ( i 0 - i) = - 1, f ( i + i0 ) = - 1。为

了考察区间[ i0 - i , i + i0 ] 中点的情况,取 i′= i0 , 有

f ( i 0) =
cos

2
i 0 - cos i
sin2

i 0
=

1 - cos i
sin2

i0
- 1 > - 1 ( 14)

因此
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i
′
imax = i + i0 , i

′
imin = i 0 - i ( 15)

　　综合¹ ～¼ 可得

i
′
imax = min( i + i0 , 2P- i - i 0) , i′imin = ûi - i0û ( 16)

　　再考虑到 i′∈ [ i′min, i′max ] , 即可得定理结论。

由 ( 2) 得

co s$8 =
cos i′- co si 0co si

sini0sini
= g( i′) ( 17)

可见 $8 和 i′有相同的单调性, 因此

$8 imax =
cos- 1 [ f ( i′imax ) ]　g ( i′imax ) > - 1

P　　　　　 　g ( i′imax ) ≤- 1
( 18)

$8 imin =
cos- 1 [ f ( i′imin ) ]　g( i′imin) < - 1

0　　　　　　 g( i′imin ) ≤ 1
( 19)

　　至此, 我们得到了已知 i′范围, 确定任意初始轨道倾角 i0时的可达范围公式, 对逆行轨道同样适用。

2　举例

为了清楚形象地说明可达范围, 我们给出了几种典型的可达范围图, 如图 2～8中黑区所示。

图 2　 i′∈ [ 0°, 35°] , i 0 = 20°的可达范围

Fig. 2　Attainable domain of i′∈ [ 0°, 35°] , i 0 = 20°

图 3　 i′∈ [ 0°, 35°] , i0 = 35°的可达范围

Fig. 3　Attainable d om ain of i′∈ [ 0°, 35°] , i0 = 35°

图 4　 i′∈ [ 0°, 35°] , i 0 = 60°的可达范围

Fig. 4　Attainable domain of i′∈ [ 0°, 35°] , i 0 = 60°

图 5　 i′∈ [ 20°, 35°] , i0 = 15°的可达范围

Fig. 5　Attainable d om ain of i′∈ [ 20°, 35°] , i0 = 15°
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图 6　 i′∈ [ 20°, 35°] , i 0 = 20°的可达范围

Fig. 6　Attainable domain of i′∈ [ 20°, 35°] , i 0 = 20°

图 7　 i′∈ [ 20°, 35°] , i0 = 25°的可达范围

Fig. 7　Attainable d om ain of i′∈ [ 20°, 35°] , i0 = 25°

图 8　 i′∈ [ 20°, 35°] , i0 = 60°的可达范围

Fig. 8　Attainable domain of i′∈ [ 20°, 35°] , i 0 = 60°

其中图 2～4分别取 i 0等于20度, 35度和60度, i′∈ [ 0°, 35°] , 图5～8分别取 i 0等于15度, 20度,

25度和 60度, i′∈ [ 20°, 35°]。
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