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子弹散布中心正态总体分布参数的融合估计
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　　摘　要: 对带有均匀抛撒子弹头的常规导弹的命中精度评定, 其关键在于子弹散布中心分布参数的准确

估计。通常的方法由每次试验的子弹落点数据获得一个子弹散布中心, 再由少数的几个散布中心数据、运用

经典的统计方法求散布中心的正态总体分布参数, 其不足之处在于小样本条件下采伪的概率很高。考虑到子

弹散布中心只是子弹落点数据的一阶矩, 并不能充分表达子弹落点数据所蕴含的信息量, 而子弹落点个数远

远大于导弹试验的次数, 子弹落点所蕴含的信息比子弹散布中心所蕴含的信息要丰富得多。鉴于此, 研究了

一种子弹散布中心总体分布参数融合估计的新方法。
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Abstract: On evaluating t he hitt ing pr ecision o f a missile w hich throws sub-m issiles, it is a key question to estimate

the normal distr ibut ion pa rameter of the sub-missile disper sion cent er. T he usual method is, to find a sub-m issile disper

fir stsion center first fr om each g roup data o f the sub-missile's falling point co ordinate, t hen t o estim ate the paramet ers

according t o a few dat a o f dispersion center using the classical statist ic met hod. Its shor tcomings are the high probabilit y

to make a wrong conclusion. Considering t ha t the sub-missile dispersion center , w hich cannot sufficient ly expr ess the

information contained in the sub-missile falling point data gr oup, is only it s fir st moment, in t his paper a new method on

fusion estimat ing t he distr ibution par ameter is resear ched.
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对带有均匀抛撒子弹头的常规导弹, 命中精度 CEP 是一项重要的战术性能指标。因此, 命中精度

的评定是定型试验鉴定的重要内容之一。而命中精度评定的关键步骤是子弹散布中心分布参数的准确

估计。常用的方法如 GJB3105- 97 “命中精度评定方法”, 对每一组子弹落点只利用了其子弹散布中心

这组数据, 之后便将子弹落点的原始信息抛弃了。通常, 由于飞行试验受到经济、安全等因素的限制,

不能用较大样本进行飞行试验, 甚至用通常的小样本进行试验也感到力不从心, 一般只能作屈指可数

的几发试验。若在进行命中精度评定时只采用子弹散布中心数据, 则命中精度的评定是极小子样命中

精度评定。众所周知, 极小子样条件下所作的结论要冒很大的风险 [ 1, 2] , 因而对带子弹头常规导弹命中

精度评定时必须寻求新的方法来进行参数估计。

导弹试验子弹落点个数远远大于导弹试验次数, 其所含的信息量远超过单一的子弹散布中心所包

含的信息量。原因就在于子弹散布中心只是子弹落点数据的一阶矩, 并不能完全表达子弹落点数据所

蕴含的信息量。若从散布中心出发进行命中精度评定, 显然没有充分利用子弹落点信息。因此, 子母

弹的小样本试验并不等同于单弹头导弹的小样本试验, 从这一思考出发, 本文中借助于自助
[ 3, 4, 5]
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1　利用一次试验子弹落点数据自助确定子弹散布中心的分布

设进行子弹抛撒的试验次数为 n,每次试验有一组子弹纵横向落点偏差数据 $L i、$H i ,设:

　　$L i ≡ ( $L i1 , $L i2 ,⋯, $L in
i
) , $H i ≡ ( $H i1 , $H i2 ,⋯, $H in

i
) ,且令:

　　$X i = ( $L i, $H i)
T
,

其中:　 $L ij 表示第 i次试验第 j 子弹纵向落点偏差;

$H ij 表示第 i次试验第 j 子弹横向落点偏差;

$X i 表示第 i次试验得到的数据; “T”表示转置;

i = 1, 2,⋯, n, n为试验次数;

n i 表示第 i 次试验获取的有效的子弹落点数据个数。

通常导弹散布中心服从正态分布 N( (L$L , L$H ) T, diag ( R2$L , R2$H ) ) , L$L , L$H , R2$L , R2$H 为待估参数;设 H
∈ { L$L , L$H , R2$L , R2$H } ,P(H) 表示 H的分布, P(Hûõ) 表示 H的条件分布。若 $X 表示全部子弹落点数据,

$X 0表示由子弹落点确定的子弹散布中心, 则有:

P(Hû$X ) ≠ P(Hû$X 0 ) ( 1)

　　我们认为$X 蕴含的信息量比$X 0蕴含的信息量大,因此P(H) 的估计应该从$X 出发,而不应该从

$X 0出发,即求 P( Hû$X ) ,要求 P(Hû$X ) ,需先求 P( Hû$X i)。下面, 我们给出求解的基本过程。

为确定子弹散布中心的分布,首先由 $H i 和 $L i 确定子弹散布中心$H i0和$L i0 :

Step 1　确定子弹散布中心

a. 求出所有子弹散布的几何中心O 1的纵、横向坐标: $X i0 = ( $L i0 , $H i0 ) T.

$L i0 =
1
ni∑

n
i

j = 1

$L ij ( 2)

$H i0 =
1
ni∑

n
i

j = 1
$H ij ( 3)

　　b. 求所有子弹到散布中心 O1的距离 d j , j = 1, 2, ⋯, ni ,及 d j 的均值 d 和样本方差S i;

c. 令 $d j = d j - d ,求出 $d j 的最大者 $dmax ;

d. 若 $dmax ≥K s* S i( K s取 3) ,则剔除该子弹,然后重复 a至 d项,直到条件$dmax ≥K s* S 不再满

足或剔除的子弹数据超过规定的最大数量;

e. 求出剔除野弹后的子弹坐标中心 o,则点 o为子弹落点散布中心,其坐标参数 j ,记作: H= ( $L 0 ,

$H 0) T。

Step 2　 由 $X i = ( $L i , $H i)
T
产生 m 组自助子样, ( $L *

ij 1, $L *
2ij⋯$L *

ij n
i) ≡ $L *

ij , ( $H *
ij1 ,

$H *
2ij⋯$H *

ij ni ) ≡$H *
ij , j = 1, 2,⋯, m;并利用 Step 1中的方法由( 2)、( 3) 式确定$H *

ij 0, $L
*
ij0 , j = 1, 2,

⋯, m;

Step 3　由$H *
ij0和$L

*
ij 0, j = 1, 2,⋯, m,确定 H= ( $L 0 , $H 0) T 的自助分布,记作 P(Hû$X i )。

2　子弹散布中心分布的融合估计

设 P( Hû$X i ) 为由第 i发导弹试验数据求得的自助分布,记 $X = ( $X 1 , $X 2 ,⋯$X n ) 为n次试验的

子弹落点数据,则以 P(Hû$X i ) 作为验前分布, 运用如下的 Bayes公式求 P(i) (Hû$X ) :

P( i) (Hû$X ) = P(Hû$X i) õ p ( $X ûH)

∫
(

p ( $XûH) õP( Hû$X i) ( dH)

( 4)

其中: p ( $X ûH) = ∏
n

i= 1

p ( $X iûH) 表示 $X 以 H为散布中心时的散布均匀性度量指标;

p ( $X iûH) 表示 $X i 以 H为散布中心时的散布均匀性度量指标;
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∏
n

i= 1
p ( $X iûH) 表示 $X = ( $X 1 , $X 2, ⋯$X n ) 以 H为散布中心时的散布均匀性度量指标。

图 1　散布均匀性分区示意图

Fig. 1　Dispers e Part it ion Diagram

下面, 求子弹落点相对于散布中心的散布均匀性指标
[ 6]
。

设散布中心为 H= ( $L 0 , $H 0) T ,子弹落点数据为( $L ij , $H ij ) j = 1,

2, ⋯N i, 则以 H= ( $L 0 , $H 0) T 为中心将平面分成 6部分如图 1所示。

由子弹散布均匀性可知: 任一子弹落入某一指定扇形区域的概率为

P = 1/ 6,落入其它区域的概率为 5/ 6, 则

p a ( ka ) = C
k
a
N
i
p

k
aq

N
i
- k

a

p b ( kb) = C
k
b
N
i
p
k
bq

N
i
- k

b

　　　�

p f ( k f ) = C
k
f
N
i
p

k
f q

N
i
- k

f

( 5)

其中 k a + kb + ⋯ + kf = N i , p + q = 1, p = 1/ 6, q = 5/ 6;

　　其散布均匀性度量指标为

p ( $X iûH) = p a ( ka) * p b( kb ) * ⋯p f ( kf ) ( 6)

　　 $X 相对于 P( i) (Hû$X ) 的边缘分布密度函数为

m ( $X ûP(i) (Hû$X ) ) =∫
(

p ( $X ûH) õP(Hû$X ) dH

=∫
(
∏
n

i= 1
p ( $X iûH) õP( i) (Hû$X ) dH ( 7)

　　综上可求 P(Hû$X ) 的融合估计:

P(Hû$X ) =
∑
n

i= 1
(m ( $XûP( i) (Hû$X ) ) õP(i) (Hû$X ) )

∑
n

i= 1
m( $X ûP( i) (Hû$X ) )

= ∑
n

i= 1
Ki õP( i) (Hû$X )

( 8)

　　其中: Ki = m( $X ûP( i) (Hû$X )

∑
n

i= 1
m ( $X ûP(i) (Hû$X ) )

,∑
n

i= 1
Ki = 1

在此基础上求 P(Hû$X ) 正态总体分布参数(Ld, 2d) = (Ld$L , Ld$H ) T , diag ( Rd2$L , Rd2$H )
;

设 H的最小方差估计 HdMV 为

HdMV = E
P( Hû$X ) {H} ( 9)

则有: HdMV = E
P( Hû$X ) {H} = ∑

n

i= 1

Ki õEP( i) ( Hû$X ) {H} = ∑
n

i= 1

Ki õHd( i)MV ( 10)

　　对分布参数 (Ld, 2d) 只需将 H以相应的待求参数 Ld$L , Ld$H , Rd2$L , Rd2$H 代入以上各步分别求解。

3　母弹头落点观测数据与子弹散布中心自助分布的数据融合

在飞行试验阶段, 其中有 k 次试验没有使用子弹头,而只有母弹头落点数据,此时无法求该次试验

相应的子弹散布中心的自助分布,但是很直观的思路就是应该综合利用这类试验信息。

设现已求得 n次子弹散布中心的自助分布 P(Hû$X i) , i = 1, 2,⋯, n, 并求得相应的自助验后分布

P( i) (Hû$X ) , 另有 k个母弹头落点数据 $X ′
j = ( $L j , $H j )

T
, j = 1, 2,⋯, k,已知 n∈ { 3, 4}。现求正态总

体分布 P(Hû$X ) 及其分布参数(Ld, 2d)。
此处,仍采用加权融合估计方法。试想,如果 $X′j , j = 1, 2, ⋯, k 来源于分布 P( i) ( Hû$X ) ,则 $X′=
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( $X′1 , ⋯, $X′k )相对于P( i) (Hû$X ) 的似然函数值较大,而$X′= ( $X′1 ,⋯, $X ′
k) 对不同的P( i) (Hû$X ) 有

不同的似然函数值,这就是我们对 P( i) ( Hû$X ) 进行融合估计时构造加权系数的出发点。

　　设 f ( $X′ûP( i) ( Hû$X ) ) = ∏
k

j= 1
f ( $X′jûP( i) (Hû$X ) ) ( 11)

　　其中: f ( $X′jûP( i) (Hû$X ) ) 表示 $X′j 在自助分布 P( i) ( Hû$X ) 上的密度函数值,

f ( $X′ûP( i) (Hû$X ) ) 表示 $X′= ( $X′1 ,⋯, $X ′
k) 对 P( i) (Hû$X ) 的似然函数值;

　　则 P(Hû$X ) =
∑
k

j= 1
( f ( $X′ûP( i) (Hû$X ) ) õP( i) (Hû$X ) )

∑
n

i= 1
f ( $X′ûP( i) (Hû$X ) )

= ∑
n

i= 1
K′i õP( i) ( Hû$X )

( 12)

　　其中: K′i = f ( $X′ûP( i) (Hû$X ) )

∑
n

i= 1
f ( $X′ûP( i) (Hû$X ) )

,∑
n

i= 1
K′i = 1

最后,同理可得: HdMV = E
P( Hû$X)

{H= ∑
n

i= 1
K′i õE P( i ) ( Hû$X )

{ H} = ∑
n

i= 1
K′i õH( i)MV ( 13)

4　结束语

针对带均匀抛撒子弹头的导弹, 本文研究的方法充分利用了子弹的均匀抛撒特性, 并借助自助统

计方法求得子弹散布中心的自助分布,进而可以在试验次数极少的情况下较稳健地求得总体分布参数,

为进一步进行命中精度评定奠定基础。该方法已被确定应用于试验命中精度评定。本文的方法如果与

导弹定型试验之前的诸多验前信息综合运用, 可望取得更好的效果。
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