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一种适用任意平面多边形的三角剖分算法
X
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　　摘　要: 针对基于凹凸顶点判定的三角剖分算法适用范围有限的缺点, 提出了将凹凸顶点判定与连接多

边形内外边界相结合的适用任意平面多边形的三角剖分算法 GT P ( G eneral T riangulatio n of P olyg ons)。GT P

计算速度快、适用范围广的良好特点已在应用中得到证实。
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A Triangulation Algorithm for General Plane Polygon

XU Chun-lei, LI Si-kun

( College o f Computer, N atio nal univ . of D efense T echnolog y , Chang sha 410073, China)

Abstract: Considering the tr iang ulation algo rithm based o nly on the deter mination of co nvex -concave ver tices is

restr icted to simple polyg ons, this paper pr esents a tr iang ulation algo rithm for the gener al plane po ly go n GT P ( General

T r iang ulation o f Po lyg ons) based on determ inatio n o f conv ex -co ncav e ver tices and co nnecting the o ut er bo rder o f a

polyg on w ith it s inner bo r der s. GT P is r apid and can be applied to any plane polyg on. G T P has been implemented and

acquir ed g oo d eff ect in applicatio n.
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平面多边形的三角剖分就是将平面多边形划分成一系列不相重叠的三角形且不产生新的顶点
[ 1]
。

在计算机图形学、图像处理、机械仿真等领域,经常要解决平面多边形的三角剖分问题。一方面三角剖分

解决了几何数据存储一致性;另一方面三角形是最简单的多边形并有许多好的几何特性,是解决许多问

题的基础,处理上也比较简单。

三角剖分产生的三角形集中任意两个三角形的公共边称为内边。以一条内边为公共边的两个三角

形,如果其中每个三角形的不在该内边上的顶点在另一三角形外接圆上或外部,则称该内边是局部优化

的[ 2]。一个三角形内切圆与外接圆的面积比称作它的形态比。所有内边都是局部优化的三角剖分结果,

有最小内角最大和平均形态比最大的性质,是最优的结果。在不必寻求三角剖分最优解时,通常采用基

于凹凸顶点判定的方法,这种方法简单有效,但只适用于简单多边形。将基于凹凸顶点判定的方法与

Delaunay 算法结合可以得到最优解,但只用于简单多边形。在某些环境(如某些机械仿真系统)中往往

存在着带孔几何模型, 它们的上下底面是非简单多边形, 此时以上两种算法将无法适用。

本文提出的 GTP 算法将凹凸顶点判定与连接内外边界相结合, 解决了任意平面多边形的三角剖

分问题, 且效率较高; 虽然 GT P 的结果不是最优的, 但它很容易与 Delaunay 算法相结合得到最优解。

GTP 的思想是对简单多边形直接采用基于凹凸顶点判定的方法;对非简单多边形,先用添加线段的方

法把它的各个内边界依次和外边界相连,得到一个简单多边形,再采用基于凹凸顶点判定的方法进行三

角剖分。将一个内环与外环相连时,首先从内环顶点循环链表与外环顶点循环链表各取一个顶点连成一

条线段。搜索外环的边,如果与该线段相交,用交点替换线段上的外顶点;搜索内环的边,如果与该线段

相交,用交点替换线段上的内顶点。最后, 将内顶点与外顶点按顺序分别插入内、外环顶点链表;分别复

制内、外顶点结点并插入被复制结点的后面;从两个内、外顶点结点之间将两个循环链表断开并连接成
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一条新的外环链表。

1　算法描述

图 1　凹凸顶点示意图

Fig . 1　i llus t rut ing th e convex

　　　and the con cave vert ices

1. 1　基本概念与计算

定义 1: 设 n1 , n2 ,⋯, nk 是多边形 P 的 k 个沿逆时针方向排列的顶点(如

图 1) ,对 ni 来说,若 ni- 1ni 绕 ni 顺时针旋转到n ini+ 1所在直线上时绕过的角度

大于 P,则 n i 是凹顶点,否则为凸顶点。

基本计算( 1) :设多边形顶点是逆时针方向排列,多边形的法矢量是 n,顶

点 ni 的前后顶点是 ni- 1与 n i+ 1,求 n i 的凹凸性。

令 u= nin i+ 1×n i- 1ni ,若 n·u≤0,顶点 ni 是凸顶点,否则它是凹顶点。

基本计算( 2) :有两条线段 ab和 cd,求它们是否相交。令

u = ( a - c) × ( d - c) , v = ( b - c) × ( d - c) ; p = ( c - a) × ( b - a) , q = ( d - a) × ( b - a)。

若 u·v≤0且 p·q≤0, ab 与 cd 相交,否则不相交。

1. 2　算法基本步骤

GTP 算法通过添加线段把非简单多边形的内、外环连接,生成与该多边形所占区域相同的简单多

边形,然后用判定顶点凹凸性的方法对该简单多边形进行三角剖分。算法 1描述了本算法的基本步骤。

设外环链表是逆时针方向, 内环链表是顺时针方向。

图 2　内外环连接线的计算过程

Fig. 2　the procedur e to f ind th e line s egm ent connect ing the inn er an d the outer borders

算法( 1) :

步骤 1:如果内环链表不为空, 将第一个内环作为当前内环; 否则转步骤 6。

步骤 2:从外环顶点链表与当前内环顶点链表中分别取一结点作为当前的内环顶点和外环顶点 a、

b,它们组成了当前连线 ab;将外环与所有内环上(除以 a或 b为端点)的所有边标记为待检测的。

步骤 3:对外环上每个待检测的边, 计算它与 ab 的交点(见算法 2) ;如果交点存在,把交点作为当前

的外环顶点 b并去掉该边待检测的标记。

步骤 4:对每个内环上所有待检测的边, 计算它与 ab 的交点(见算法 2) ;如果交点存在,把该内环记

为当前内环, 把交点记为当前内环顶点a 并去掉该边待检测的标记。

步骤 5: 如果 a 不是当前内环上的顶点, 把它按顺序插入当前内环顶点链表;如果 b 不是外环上的

顶点, 把它按顺序插入外环顶点链表。复制 a得到 a′并插入 a 后,复制 b 得到 b′并插入 b 后; 打开 a 与

a′, b与 b′的连接,把 a′作为 b 的下一结点, b′作为 a的下一结点,组成新的外环顶点链表。转步骤 1。

步骤 6:如果外环顶点链表的结点数大于 3,把其中任意一结点作为当前结点;否则把

三个结点构成一个三角形, 结束。

步骤 7:根据基本计算 1计算当前结点的凹凸性,如果由当前结点与它前后结点组成的三角形不包

含多边形上的其它结点,记录该三角形, 从链表删除当前结点并把它的下一结点作为当前结点;否则把

下一结点作为当前结点重复步骤 7。

步骤 8:若链表的结点数大于 3, 转 7;否则把最后三个结点构成一个三角形,结束。

图 2是只有一个内环时线段 ab的计算过程。

设多边形的单位法矢量是 n, cd 是环上待检测的边。

算法( 2) (见图 3) :
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步骤 1:根据基本计算 2计算 ab、cd 是否相交,若不相交,结束。

步骤 2:计算在多边形所在平面且与 ab垂直的方向矢量 v= ab×n,它的长度是ûabû。
步骤 3:计算 ab、cd 交点 r= c·ûab·vû/ ûad·vû+ ûac·vû) + d·ûac·vû/ ( ûad·vû+ ûac·vû)。

ad在 v 方向上的投影长度是ûad·vû/ ûabû, ac在 v方向上的投影长度是ûac·v/ ûabû,

r= c õ ( ad õ vû/ ûabû) / ( ûad õ vû/ ûabû
　 + ûac õ vû/ ûabû) + d õ ( ac õ vû/ ûabû) / ( ûad õ vû/ ûabû+ ûac õ vû/ ûabû)

= c õûad õ vû/ ( ûad õ vû+ ûac õ vû) + d õûac õ vû/ ( ûad õ vû+ ûac õ vû)。

2　数据结构与实例

图 3　两线段的相交判定

Fig. 3　jud ging w h ether tw o line s egments inters ect

2. 1　数据结构

· 顶点

st ruct point {

　　　　flo at x ; / / x 轴坐标

　　　　flo at y; / / y 轴坐标

　　　　flo at z; / / z轴坐标

　　　　}

· 顶点链表的结点

st ruct no de{

　　　　st ruct point v_ no de;　　/ /对应顶点

　　　　st ruct node * last ;　 / /上一个顶点

　　　　st ruct node * next ; 　 / /下一个顶点

}

· 顶点链表

st ruct loop{

　　　　st ruct node * head; / /链表的头指针

　　　　st ruct loop * nex t ; / /下一个顶点链表

　　　　}

· 多边形

st ruct polygo n{

　　　　st ruct loop * out ;　　/ /外环链表

　　　　st ruct loop * in; 　　/ /内环链表

　　　　}

2. 2　实例及算法比较

· 实例

GTP 算法可三角剖分任意多边形并得到正确结果,但结果三角形比较狭长。图 4是两个非简单多

边形的三角剖分结果, 第一个是内部有一圆环的圆, 第二个是内部有两个四边形环的六边形。

· 算法比较

下面对基于凹凸顶点判定的算法, 基于凹凸顶点判定的 Delaunay 算法, GT P 算法进行速度、适用

范围、结果优化程度三个方面的比较, 因除 GT P 外的其它两种算法不能用于非简单多边形,所以速度

比较是针对简单多边形的, 如表 1。
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图 4　用 GTP 进行三角剖分的结果示例

Fig. 4　the resul ts of tr iangu lation us ing GT P

表 1　几种三角剖分算法的比较

T ab. 1　comparing a few algo rithms fo r triang ulat ion

基于凹凸顶点判定 Delaunay GT P

速　　度 快 较慢 快

适用范围 简单多边形 简单多边形 任意多边形

结果优化程度 没有优化 最优解 没有优化

由表 1可以看出, GT P 算法在适用性上是其它两种算法无法比拟的,三角剖分简单多边形的速度

与基于凹凸顶点判定算法相同, 但结果不是最优解。

3　结束语

提出的 GTP 算法将基于凹凸顶点判定的简单多边形三角剖分算法与连接多边形内外边界相结

合,适用于任意形状的平面多边形,突破了仅依赖凹凸顶点判定的三角剖分算法只适用简单多边形的局

限性,且实现简单,剖分速度快。GT P 算法已在有作者参加的虚拟原型仿真系统中得到应用,并取得令

人满意的效果。我们打算在以后工作中针对 GT P 的结果三角形比较狭长的缺点, 把Delaunay 三角剖分

思想补充到 GTP 中以求得任意平面多边形三角剖分的最优解。
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