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强幂等元、强周期半群及 P正则半群
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　　摘　要: 由半群中幂等元的性质推断该半群的性质, 是半群代数理论中的一个基本问题。为此,引入了强

幂等元和强周期半群的概念, 通过对它们若干性质的讨论, 给出了正则半群的所有幂等元为强幂等元的充分

必要条件, 建立了强周期半群与严格 P正则半群的关系。
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Abstract: Strong idempo tents and str ong periodic semig r oup ar e studied , and the relations betw een the st rong per iod
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正则半群的研究始于 40年代初, 50多年来, 正则半群及其若干特殊情形(诸如纯整半群、逆半群

等)的研究已成为半群代数理论研究中的主流领域之一。一些著名的半群学家,如 Past ign, Pet rich,

Yamada, Namboo ripad等都曾涉猎这一领域。近十多年来该领域的研究已取得了相当的进展。在半群代

数理论中,一个非常基本的问题是,从半群的幂等元的性质可得到该半群的何种性质?基于这种考虑, 本

文中给出了一类特殊的幂等元——强幂等元,它也是正则元, 并且还研究了由强幂等元组成的周期半群

——(强周期半群)与 P正则半群、逆半群之间的关系。

1　强幂等元、强周期半群的定义、性质

定义 1　设 S 为半群, f∈S, 若P a∈S,有 faf= f , 则称 f为半群 S 的强幂等元。

定义 2　设 S 为周期半群, 若S 的所有幂等元皆为强幂等元,则称S 为强周期半群。

性质 1　半群 S的强幂等元一定是幂等元。

证明　设 f 为 S的强幂等元,则有 f= f
3 ,从而 f

2= f
4 ,所以 f= f( f

2 ) f= f
2 ,即 f为 S 的幂等元。

性质 2　若 S 含有强幂等元 f ,则P a、b∈S, afb、af、fa 均为强幂等元。

证明　P c∈S,由 f为强幂等元知,

( af b) c( af b) = a( f bcaf ) b = af b.

故 afb 为强幂等元。而( fa) c( fa) = ( facf ) a= fa,所以 fa 为强幂等元。同样可证, af 为强幂等元。

性质 3　半群 S的强幂等元的集合 E是 S 的理想。

证明　设 f∈E ,则P a, b∈S,由性质 2知, afb为强幂等元,从而 SESA E, 故 E为 S 的理想。

定理 1　正则半群 S的所有幂等元为强幂等元当且仅当 S 为矩形带。
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证明　若 S 的所有幂等元为强幂等元, 由于 S 是正则的,故P a, b∈S, v a′∈S,使得 a= aa′a,因而

aa′= aa′aa′= ( aa′)
2, 即 aa′为幂等元;由假设, aa′为强幂等元。由性质2, ( aa′) a 亦为强幂等元,又 a= aa′

a,故 a 是强幂等元。从而P b∈S,有 aba= a,所以 S为矩形带。

反之,若 S 为矩形带,显见 S 的任意元皆为正则的, 且为强幂等元。

2　强周期半群与严格 P正则半群及逆半群的关系

定理 2　强周期半群 S 是严格 P正则的。
证明　因 S 为周期半群,故 S 为 P正则的。又 S 为强周期半群, 由定理 1 的证明可知, 正则元集

RegS 的每个元皆为强幂等元;又每一个强幂等元均为幂等元,因而是正则的。故 RegS 是S 的所有强幂

等元的集合。由性质 3, R egS 是 S的理想。因 RegS 的所有元是幂等元, 故它是完全正则半群(群的并) ,

从而S 为严格 P正则的。
定理 3　设 S 为逆半群, I为 S 的强幂等元的集合,则P a∈S,映射

Ua:
Iaa- 1→a- 1Ia

eû→a
- 1
ea

是一个同构。

证明　显然, Ua 把每个 e∈Iaa- 1映进 a- 1Ia。

( 1) Ua 是一一的。这是因为P e、f∈Iaa- 1, 这里 e= eaa- 1= aa- 1e, f= faa- 1= aa- 1 f, 由 eUa= fUa] a- 1

ea= a- 1fa] a( a- 1ea) a- 1= a( a- 1fa) a- 1] ( aa- 1) e( aa- 1 ) = ( aa- 1 ) f( aa- 1 ) ] e= f ,故 Ua 是一一的。
( 2) Ua 是满的。因若 e∈a- 1Ia,则

e = ( a- 1
a) e( a- 1

a) = a
- 1( aea- 1 ) a = ( aea- 1) Ua

　　由于 e 为强幂等元,故由性质 2知, aea
- 1为强幂等元,即 aea

- 1∈I, 所以 aea
- 1= aea

- 1
aa

- 1∈Iaa
- 1 ,

即 Ua 是满的。

( 3) Ua 是同构。设 e、f∈Iaa- 1 ,则

　　( e) Ua( f )Ua= ( a- 1ea) ( a- 1fa) = a- 1efa= ( ef )Ua

所以 Ua 是一个同构。
定理 4　设 S 是一个具有强幂等元的逆半群,且这些强幂等元是可交换的,令 E 为 S 的所有强幂等

元的集合, T E 为 E的 Munn半群,则存在一个同态 <: S→T E。

证明　由定理 3. 2知, Ua:
Eaa- 1→a- 1Ea

eû→a
- 1

ea
是一个同构,且 U- 1

a = Ua- 1 ,故 Ua∈T E。

令 <:
S→T E

a û→Ua下证 <为 S 到T E 的同态。

若 a, b∈S,则 UaUb∈T E , UaUb 映E i 到 E j,此处

i = ( a
- 1
abb

- 1
)Ua- 1 = a( a

- 1
abb

- 1
) a

- 1
= abb

- 1
a
- 1

= ( ab) ( ab)
- 1

,

j = ( a- 1
abb

- 1) Ub = b
- 1 ( a- 1

abb
- 1 ) b = b

- 1
a

- 1
ab = ( ab) - 1( ab)

P e∈Ei , ( e)UaUb= ( a
- 1

ea) Ub= b
- 1( a

- 1
ea) b= ( ab)

- 1
e( ab) = ( e)Uab故 UaUb= Uab .从而 <为同态。
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