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主方差分析方法
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胡庆军,吴　翊

(国防科技大学理学院 湖南 长沙　410073)

　　摘　要:该文提出一种对高维随机向量 X = ( x 1, x 2, ⋯, x p )′p×1进行降维处理的实用方法, 其基本思想是

利用矩阵的扫描运算, 构造 X 的很少几个综合指标(称为主方差变量)以反映 X 的统计特性。给出了该方法

的理论依据和直观解释以及算法。特别指出, 当变量 X 多重相关性突出时, 该文方法显著地优于主成分分析

方法。
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Abstract: A pract ical met hod that r educes t he dim ensions o f a high dimensional random vect or X = ( x 1, x 2, ⋯,

x p)′p ×1 is put fo rw ard. Its fundam enta l idea is, with the sw eep operat ion o f matr ix , to structure a few synthetical

indexes ( called pr incipal var iance variables) of X to depict X 's stat istical featur e. The t heo r et ical foundation, audio-

visual explanation and algo rithm of the method are g iv en. T he method is markedly super io r to of pr incipal component

analy sis especially w hen X has ser ious mult i- cor relation.
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在对系统(特别是大型系统)进行分析或评价过程中,为了更完备地描述系统,尽可能不遗漏一些举

足轻重的系统特性,分析人员往往倾向于尽可能周到地选取有关指标。这时, 在系统的指标体系中,所涉

及的指标或变量较多, 同时,变量之间的多重相关性[ 1]会突出。于是, 有关高维随机向量 X= ( x 1 , x 2,⋯,

x p )′p×1的统计特性分析或高维变量的观测数据的处理在实际问题中是常见的。

众所周知, 识辨系统在一个低维空间要比在一个高维空间容易得多. 主成分分析 [ 2, 3]是在力保数据

信息丢失尽可能少的原则下,对高维变量空间进行降维处理的有效方法之一,它具有近 70年的历史。然

而,当变量 X 多重相关性突出时,主成分分析可能歪曲真实的数据信息, 一些主成分将会过分地夸大某

些因素的作用,无法客观地反映 X 的统计特性
[ 1]
。请看下例:

设系统有两个独立因素 XⅠ、XⅡ ,其中对 XⅠ用四个变量 x 1, x 2 , x 3 , x 4 来描述, 且 x 1 , x 2 , x 3 完全相

同, x 4= 0. 9x 1;而对 XⅡ仅用一个变量 x 5来描述。记 X = ( x 1 , x 2 , x 3, x 4, x 5 )′,且设

V =
def
D ( X ) =

1 1 1 0. 9 0

1 1 1 0. 9 0

1 1 1 0. 9 0

0. 9 0. 9 0. 9 0. 81 0

0 0 0 0 1. 2

此处表明,因素 XⅡ对系统的作用强于因素 XⅠ。

若用主成分分析, 可得 X 的两个主成分,第一、二主成分分别为
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z 1 = ( x 1 + x 2 + x 3 + 0. 9x 4 ) / 3. 81,　z 1 = x 5

且 D ( z 1) = 3. 81, D ( z 2 ) = 1. 2, z 1, z 2 ,的贡献率分别为 76. 0%及 24. 0%。由上可知, z 1是刻划因素 XⅠ对

系统的作用, z 2表示了系统的重要特征 XⅡ,且 z 1对系统的作用远大于 z 2的作用。这说明第一主成分明

显地夸大了因素XⅠ对系统的作用; 另外,若按 75%的精度反映该系统,则仅取第一个主成分 z 1 ,而 z 2被

完全忽略掉; 这与系统的实际不相符。

鉴于以上分析,本文利用矩阵的扫描运算, 根据方差大的分量反映 X 的能力强的原则,构造的综合

指标,用这些综合指标来反映 X 的统计特性,以达到对高维变量空间降维处理的目的,同时又能克服类

似于主成分分析中的缺陷。为此,给出如下预备知识。

1　预备引理

定义　设 V = ( v ij ) p×p , v ii≠0,定义一个新的方阵 B= ( bkl) p×p ,其中

bii = 1/ v ii , bil = v il / v ii , bli = - v li/ v ii , l≠ i

bkl = v kl -
v kiv il

v ii

, k ≠ i , l ≠ i

则称由 V 到 B 的这种变换为以 v ii为枢元的扫描运算(或称为 S 运算) ,记为 S iV = B .

引理 1　对于矩阵 V , 若以下S 运算能施行,则

S iS iV = V , S iS jV = S j S iV .

　　对于矩阵V = ( v ij ) p×p ,若 V 11是 V 的 i1 ,⋯, i r行(列)形成的子块矩阵, V 22是 V 其余的 j 1 ,⋯, j p - r行

(列)形成的子块矩阵, 而 V 12、V 21分别对应于 V 的 r×( p - r )、( p - r )×r 阶子块矩阵。

引理 2　若以下 S 运算能施行,则 S i
r
⋯S i

2
S i

1
V =

def

B 的结构( B ij是 B 对应于 V 的分块)为

B 11 = V
- 1
11 , B12 = V

- 1
11 V 12 , B21 = - V 21V

- 1
11 , ( 1)

B22 = V 22 - V 21V
- 1
11 V 12 . ( 2)

　　推论 1　以 rk( V )表示矩阵 V 的秩,在引理 2下,则 rk( V ) = r+ rk( B 22) .

若随机向量 X = ( x 1 , x 2 ,⋯, x p )′p×1的协方差阵 D ( X ) =
def

V= ( v ij ) p×p , 且有如前的分块形式, X 的

分量的相应分块记为 X ( 1) = ( x i1
,⋯, x ir

)′, X ( 2)为 X 的其余分量, L( 1)= E( X ( 1) ) , L( 2)= E ( X ( 2) )。

引理 3　若 V
- 1
11存在, 令

Z( 1)

Z( 2)

=
X ( 1)

X ( 2) - V 21V
- 1
11 X ( 1)

则

D
Z ( 1)

Z ( 2)

=
V 11 0

0 V 22 - V 21V
- 1
11 X 12

　　推论2　对如上的协方差矩阵V , 则 V 22- V 21V
- 1
11 V 12≥0(非负定矩阵) ; 若矩阵V 22- V 21V

- 1
11 V 12对角

元均为零,则 V 22- V 21V
- 1
11 V 12= 0,且

X ( 2) = V 21V
- 1
11 ( X ( 1) - L( 1) ) + L( 2) , a. s ( 3)

　　证明　引理 1、2的证明
[ 4]
略。若 A 为常数矩阵, Y 是随机向量, 则由 D ( A Y ) = A D ( Y ) A′得引理 3.

由

I 0

- V 21V
- 1
11 I

V 11 V 12

V 21 V 22

I - V
- 1
11 V 12

0 I
=

V 11 0

0 V 22 - V 21V
- 1
11 V 12得推论 1。又由V≥0,则V 22- V 21V

- 1
11 V 12≥0。且V 22- V 21V

- 1
11 V 12= 0的充要条件是该矩阵的对角元均为

零.再由 D ( Z ( 2) ) = 0,则 Z ( 2)= E( Z ( 2) ) , a. s .而得推论 2。证毕。

引理4　记号如前,则V 21V
- 1
11 ( X ( 1)- L( 1) ) + L( 2)是 X ( 2)在X ( 1)中的投影

[ 3]
。从而, X ( 2) - V 21V

- 1
11 X ( 1)是

X ( 2)中扣除 X ( 1)的线性部分后的剩余向量。
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2　主方差分析思想

注意到, 对于随机向量 X= ( x 1 , x 2 ,⋯, x p )′p×1, D ( X ) = V ,主成分分析中是以 t r ( V )的大小来刻划

X 的变化能力。但当变量 X 多重相关性突出时, t r( V )包含了的分量之间的相当一部分的重复信息(这

从第 1节的例子可看出) , 这显然是不合理的。如何构造很少几个综合指标以至能刻划高维指标X 的统

计特性? 下面根据方差大的分量反映 X 的能力强的原则, 所选指标应尽量少含 X 的分量之间的重复

信息、利用矩阵的扫描运算,来构造 X 的综合指标, 具体如下:

首先,在 X 中找方差最大(等价于在矩阵V 中找最大对角元对应)的分量 x i
1
(反映X 的能力最强) ,

记 y 1= x i
1。对作 S 运算 S i

1, 得矩阵 S i
1V (形如( 1)、( 2)式) ,记 X ( 1) = x i

1 , X ( 2)为 X 的其余分量,

D
X ( 1)

X ( 2)

=
V 11 V 12

V 21 V 22

( 4)

由引理 4、3知,是 X ( 2) - V 21V
- 1
11 X ( 1)中 X ( 2)扣除 X ( 1)的线性部分后的剩余向量, X ( 2) - V 21V

- 1
11 X ( 1)与 X ( 1)

不相关,且 D ( X ( 2) - V 21V
- 1
11 X ( 1) ) = V 22- V 21V

- 1
11 V 12。又由引理 2知,矩阵- V 21V

- 1
11、V 22- V 21V

- 1
11 V 12均在

矩阵S i
1V 中。

若 y1 不能完全反映 X (等价于矩阵 V 22- V 21V
- 1
11 V 12的最大对角元大于零) , 则在 X ( 2) - V 21V

- 1
11 X ( 1)

中找方差最大(等价于在矩阵V 22- V 21V
- 1
11 V 12中找最大对角元对应)的分量 x i

2
+ B21x i

1
, 记为 y 2( y 1 , y 2不

相关)。对 S i
1
V 作S 运算 S i

2
,得矩阵 S i

2
S i

1
(形如( 1)、( 2)式) ,仍记 X ( 1) = ( x i

1
, x i

2
)′, X ( 2)为 X 的其余分

量,且有( 4)式的形式。若 y 1, y 2 仍不能完全反映 X ,则反复利用引理 2、3、4,在 X ( 2) - V 21V
- 1
11 X ( 1)中找方

差最大的分量, 对 S i
2S i

1V 作 S 运算,重复前述过程, ⋯,如此下去,若 rk( V ) = r, 由推论 1知, 经过 r 次

寻找,可得到 r 个综合指标 y 1 , y 2,⋯, y r :

y 1 = x i
1

y 2 = x i
2
+ B21x i

1

�

y r = x i
r
+ Br 1x i

1
+ ⋯ + Brr - 1x i

r- 1

( 5)

　　由上可知, D ( y 1 )≥D ( y 2 )≥⋯≥D ( y r ) > 0, y 1, y 2, ⋯, y r 不相关且完全包含了 X 的信息, D =
def

D

( y 1 ) + ⋯+ D ( yr )刻划了 y 1, y 2 ,⋯, yr 反映X 的能力大小。由于 y 1反映 X 的能力最大, y 2次之, ⋯,本文

称 y k 为 X 的第 k 个主方差变量, k= 1, 2,⋯, r .

本文目的是用尽可能少的主方差变量 y 1 , y 2, ⋯, y k( k< p )来反映 X 的统计特性,类似于主成分分

析, 引入量

Dk =
def

D ( yk ) / D, D-k =
def

( D ( y 1) + D ( y 2) + ⋯ + D ( y k) ) / D
分别称 Dk 为第 k 个主方差变量 y k 对 X 的贡献率, D-k 为前 k 个主方差变量 y 1, y 2, ⋯, y k 对 X 的累计贡

献率。于是, 贡献率越大,则对应的主方差变量反映 X 的能力越强, 因此在实用中常略去那些贡献率小

的主方差变量。一般而言, 若前 k 个主方差变量的累计贡献率达 A=
def

75% (或由经验确定)以上, 则用

y 1, y 2 ,⋯, yk 反映 p 维指标 X= ( x 1 , x 2, ⋯, x p )′的统计特性。

3　求主方差变量的算法

( 1) 赋值 V= ( v ij ) p×p , 1] k , 0] r , 0] D, 以 I、J 表示指标集,取 I= <(空集) , J= { 1, 2,⋯, p }。

( 2)找 ik∈J ,使 v i
k
i
k
= max

j∈J
v j j .若 v i

k
i
k
> 0,则赋值

r + 1] r , v i
r
i
r
] d r , D+ d r] D, v i

r
i
j
] Brj , j = 1, 2,⋯, r - 1,

I∪ { i r} ] I, 　　J - { ir} ] J.

若 r= p ,则算法结束,见注 1;若 r< p , 则对 V 施以 S 运算S i
r
,得S i

rV ] V ,然后, k+ 1] k,返回到( 2) ; 若

v i
k
i
k
= 0,则算法结束,见注 1。

注 1　此时由系数{ Bij }及指标集 I 得到 X 的 r 个主方差变量( ( 5)式) y 1 , y 2, ⋯, y r ,且知 rk ( V ) = r
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及 D= D ( y 1) + ⋯+ D ( y r )的值。最后又阈值 A决定在实用中所取主方差变量的个数。

4　注释

( 1)当变量 X 多重相关性突出时,主方差分析方法效果显著,且显著地优于主成分分析方法。下面

的例子足以能说明这一断言。用主方差分析方法分析第1节中的例子,可得两个主方差变量 y 1 , y 2(其中

y 1= x 5, y 2= x 1系数 B21= 0. ) , rk( V ) = 2, D= D ( y 1 ) + D ( y2 ) = 2. 2, 反映 X 的能力大小用数值 2. 2 (而不

是 t r( V ) = 5. 01)刻划,且 y 1, y 2的贡献率分别为 D1= 54. 5% , D2= 45. 5%。若按累计贡献率为 75%的精

度反映 X , 则取两个主方差变量 y 1, y 2 ,这样的主方差变量充分反映了 X 的统计特性,且 y 1 反映 X 的

能力强于 y 2 ,这与系统的实际十分一致。

( 2)若 rk( V ) = r< p , 主方差变量为( 5)式, 记 X ( 1) = ( x i
1
, x i

2
,⋯, x i

r
)′, X ( 2)为 X 的其余分量, 且有

( 4)式的形式,由第 3节主方差变量的构造方法及推论 2知, ( 3)式成立。若实际用前 k ( < r< p )个主方

差变量 y 1, y 2 ,⋯, yk 来反映 X 的统计特性,仍记 X ( 1) = ( x i
1
, x i

2
, ⋯, x i

k
)′, X ( 2)= ( x j

1
, x j

2
,⋯, x j

p- k
)′为 X

的其余分量,且有( 4)式的形式, Y =
def

( y 1 , y 2,⋯, y k)′,则可认为 V 22- V 21V
- 1
11 V 12的最大对角元 v i

k+ 1
i
k+ 1
≈0。

由推论 2知, 有类似于( 3)式的近似线性关系式

X ( 2) ≈ V 21V
- 1
11 ( X ( 1) - L( 1) ) + L( 2) , ( 6)

且由( 1)式知, ( 6)式的表示系数 V 21V
- 1
11 是 k 次扫描后的矩阵 V 的 j 1 , j 2 ,⋯, j p - k行与 i1 , i 2,⋯, ik 列对应

的子块矩阵(符号相反)。又由( 5)式知

Y =

1

B21 w
� 1

Bk1 ⋯ Bkk- 1 1

X ( 1) =
def
BX ( 1) ( 7)

则 X ( 1) = B- 1
Y ,故( 6)式化为

X ( 2) ≈ V 21V
- 1
11 ( B- 1

Y - L( 1) ) + L( 2) , a. s. 　　　　( 8)

( 7)、( 8)式说明,主方差变量 Y 是 X ( 1)的线性组合, 而X 的其余分量X ( 2)可由主方差变量 Y 近似线性表

示。另外, 相对于主成分分析中的主成分, 由主方差变量的构造方法及( 5)式知,主方差变量有较明确的

解释意义。

( 3) 本文方法简单易实行, 计算量少。这是以下原因,对于 p 个变量 X= ( x 1, x 2,⋯, x p )′的模型每选

入一个主方差变量只要作一次扫描运算,计算量约 p
2
次乘除法;若 rk( V ) = r ,则可构造 r 个主方差变

量,总共约需 r×p
2次乘除法。其次数值计算稳定性好,主要体现在以最大对角元为枢元作扫描运算。

( 4) 若 X 的分量由于量纲(或单位)差别太大,导致各分量的方差差别大,类似于主成分分析,可对

X 的相关矩阵 R 用主方差分析方法求主方差变量,以达到降维的目的。

( 5) 在实际问题中,若 V 或R 未知, 则先求相应的估计V
d或R

d,然后对V
d或 R

d采用本文的主方差分
析方法求主方差变量。
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