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应力- 强度模型的 Bayes可靠性分析
*

张士峰

(国防科技大学机电工程与自动化学院, 湖南 长沙  410073)

  摘  要: 当应力、强度分别服从于正态分布、指数分布和Weibull分布时, 分析了应力- 强度模型的可

靠性评估, 着重讨论了无信息验前下的 Bayes 可靠性评估。仿真结果表明, 无信息验前下的评估结论可以

很好地用频率学派的观点来解释。
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Abstract: The reliability for stress- strength models is analyzed when the stress and strength follow normal, exponential andWeibull

distributions respectively. The discussions focus on Bayesian analysis adopting noninformative priors. The results of simulation show that

the conclusion under noninformative priors can be explained according to the frequentist view.
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在可靠性工程中, 应力- 强度模型得到了广泛地研究。记 Y 表示系统的强度, X 表示系统所受

的应力, 当系统所受应力大于系统的强度时, 系统失效, 即系统的可靠性表示为

R = Rr { X [ Y} (1)

  这个模型最早由 Birnbaum[ 1]提出, 并在许多领域, 特别是在结构分析和航空工业中得到了广泛的

应用。Basu[ 2]和 Johnson[ 3]总结了关于经典统计推断的许多结论。

本文主要从 BAYES方法的观点来考虑应力- 强度模型的可靠性问题, 对于 BAYES方法而言, 很

关键的一点就是要确定合理的验前分布, 但是如果没有验前信息可以利用, 一种比较客观的解决方法

就是采用无信息验前分布。众所周知, 最为常用的无信息验前分布是由 Jeffrey[ 4]提出的, Jeffrey验前

在单参数情况下得到了广泛应用, 但在多余参数存在的情况下却遇到了一些困难[ 5]。

1  正态分布模型的可靠性分析

111  方差相同时

假设系统所受应力和强度均服从正态分布, x 1, ,, xm 和 y 1, ,, yn 为相互独立的正态随机样

本, 并且 x i~ N ( L1, R2) , yj ~ N ( L2, R2) , 参数 L1, L2, R均为未知, 则有

R = 5 - ( L1- L2) / 2R (2)

记 G=
L1- L2
R

, 则 R 和 G是一一映射的, 5 ( #) 表示标准正态分布函数。

通过大量的仿真计算, Lee
[ 6]
推荐使用如下无信息验前分布

P( L1, L2, R) W R
- 1

(3)

  定理 1  假定应力、强度均服从正态分布, 方差相同但未知, 当获得应力、强度的试验样本后,

若采用 (3) 式作为无信息验前分布, 则 G的验后密度函数和验后分布函数分别为
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  证明  注意到参数 ( L1, L2, R) 的似然函数为
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  根据 BAYES 定理有

P( L1, L2, R | X , Y) W 1
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  做变换 G= ( L1- L2) / R, L2, R, 则有

P( G, L2, R) W 1
Rm+ nexp -

( m + n) ( L2-
m(�x - GR) + n�y

m + n
)
2
+

mn (�y - �x + GR) 2

m + n
+ s

2

2R
2

那么

P( G, R) = Q
]

- ]
P( G, L2, R) dL2

=
1

Rm+ n- 1exp -
mn/ ( m + n) (�y - �x + GR)

2
+ s

2

2R2

令 M= s/ R, 则
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经过归一化后, 可以得到 G的验后密度函数 (4) 式和验后分布函数 (5) 式。证毕。

例1  假设系统所受的应力和强度均服从正态分布, 且方差相同, 现获得试验样本:

应力样本为:

115674, 013344, 211253, 212877, 018535, 311909, 311892, 119624, 213273, 211746
强度样本为:

418133, 517258, 414117, 711832, 418636, 511139, 610668, 510593, 419044, 411677
根据 (4) 式可以得到 R 的验后密度函数, 如图 1所示。

同时, 给定置信水平 A, 可以根据 (5) 式得到 G的置信上限, 记为 Gu, 由于可靠性 R 是关于 G

单调递减的, 所以可靠性 R 的置信下限为RL= 5 (- G/ 2)。若令 A= 012, 有 Gu= - 219335, 此时可
靠性的置信下限为 RL= 01980974。
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图 1  正态分布时应力- 强度模

   型可靠性的概率密度函数

Fig11 Probabil ity density function of the reliability for

  stress- strength models under normal distribut ion

为了说明这种无信息验前分布的合理性, 从经典统计

观点出发, 比较可靠性置信下限覆盖 /真值0 的频率和名

义概率 (置信水平) , 若两者非常接近, 则表明这种方法

所给出的置信下限是合理的。假设 L1= 3, L2= 6, R= 1,

从应力、强度的正态分布进行随机抽样, 然后根据上述方

法求解可靠性置信下限 (置信水平 A= 012) , 抽样 1000

次, 可以算得覆盖率为 01804, 这和名义概率 1- A= 018
非常接近。

112  方差不同时

假设应力的随机样本 x i ~ N ( L1, R
2
1 ) , i = 1, ,m

强度的随机样本 yj~ N ( L2, R
2
2) , j = 1, ,, n, 且参数

L1, L2, R1 和 R2均未知, 则有

R = 5 - ( L1 - L2) / R21+ R22 (6)

记 G=
( L1- L2)

R21+ R22
, 则 H和G是一一映射的。

参数 L1, L2, R1和 R2的 Jeffrey验前为

P( L1, L2, R1, R2) W 1/ ( R21R
2
2) (7)

  当 m= n 时, Lee[ 6]推荐使用如下验前分布

P( L1, L2, R1, R2) W ( R31R
3
2)

- 1 2( R21+ R22)
3
+ ( L1- L2)

2
( R41 + R42) (8)

利用 (8) 式的验前分布所得到的参数 R 的 BAYES置信下限包含 /真值0 的概率和名义概率 (置信水

平) 非常接近, 这是无信息验前分布的一个良好特性, 称这种无信息验前分布为匹配验前。此时对应

力- 强度模型进行 Bayes可靠性分析就需要利用数值方法进行。

2  指数分布模型的可靠性分析

Weibull分布是寿命数据分析中常用的分布类型, 其概率密度函数为

f ( x ; G, B) =
BVB- 1

GB
exp - ( x / G)

B
I [ x > 0] (9)

其中 I (#) 为指示函数, G> 0, B> 0。记Weibull分布为 W ( G, B) , 当 B= 1时, Weibull分布退化

为指数分布, 因此Weibull分布是指数分布的推广, 具有递增、递减和恒定的失效率。假定系统所受

应力 X~ W ( G1, B) , 强度 Y~ W ( G2, B) , 如果 B已知, X
B和Y

B为相互独立的指数分布变量, 其

尺度参数分别为 G1和 G2, 并且

R = Pr { X [ Y} = Pr { X
B [ Y

B
} = G2/ ( G1+ G2)

  考虑 B已知, 不妨假定 B= 1, 此时, 系统所受的应力和强度均服从指数分布, 参数 G1 和 G2 的

共轭验前分布为

P( G1, G2) W F
2

i= 1

G- ( b
i
+ 1)

i exp(- ai / Gi ) (10)

(10) 式为两个相互独立的逆 gamma分布, 记为 IG ( a1, b1) 和 IG ( a2, b2)。

定理 2  假定应力、强度均服从指数分布, 当获得应力、强度的试验样本后, 若采用 (10) 式作

为 ( G1, G2) 的验前分布, 则 R 的验后密度函数为

P( R | t 1, t2) W R
m+ b

1
- 1
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2
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其中 t 1= E
m

i = 1
xi , t 2= E

n

j= 1
yj , c= 1- ( a1+ t1) / ( a2+ t 2) < 1。

证明  注意到参数 ( G1, G2) 的似然函数为
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证毕。

根据定理 2中的 (11) 式可以求得 R 的 BAYES估计 E ( H| t1, t 2)。为了得到 R 的置信区间, 做

如下的一对一变换 r= (1- R) / (1- cR ) , 则很容易证明 r 服从Beta ( n+ b2, m+ b1) , 这样关于 r

(或 R ) 的置信区间就可以根据不完全 Beta函数得到。

(10) 式为存在验前信息时的信息验前分布。然而如果没有验前信息可以利用时, 就需要常用无

信息验前分布。Fisher信息矩阵为 I ( G1, G2) = Diag ( mG- 21 , nG- 22 ) , 即有

| I ( G1, G2) |
1/ 2 W ( G1 G2)

- 1

则 Jeffrey 无信息验前分布为

P( G1, G2) W ( G1 G2)
- 1

(12)

  可以证明, Jeffery无信息验前分布具有匹配验前的优良性质, 其实 (12) 式是 (10) 式 a i y0, bi

y0时的极限情况, 因此, 采用 Jeffery 无信息验前分布时关于 R 的 BAYES 统计推断结论可以由上面

的结论自然推广。

例2  假设系统所受的应力和强度均服从指数分布, 现获得试验样本:

图 2  指数分布时应力- 强度模型

  可靠性的概率密度函数

Fig12 Probabil ity density function of the reliability for

  stress- strength models under exponential dist ribution

应力样本为:

713237, 214974, 316079, 015754, 113584, 319212,
1919489, 019837, 410517, 214272,
强度样本为:

1116637, 410706, 1511765, 8617880, 4511063, 313353,
413376, 4415470, 516221, 14214594
采用无信息验前密度 (12) 式, 根据 (11) 式可以得到 R

的验后密度函数, 如图 2所示。

同时, 给定显著性水平 A, 可以根据 Beta 分布得到 r

的置信上限, 记为 ru, 由于可靠性 R 是关于 r 单调递减

的, 所以可靠性 R 的置信下限为RL=
1- ru

1- cru
。若令 A=

012, 有 ru = 015944, 此时可靠性的置信下限为 RL =

018414。
下面利用覆盖率方法来说明这种置信下限的合理性。

假设 G1= 5, G2= 50, 从应力、强度的指数分布进行随机抽样, 然后根据上述方法求解可靠性置信下

限 (显著性水平 A= 012) , 抽样 1000次, 可以算得覆盖率为 01797, 这和名义概率 1- A= 018非常接
近。
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3  Weibull 分布模型的可靠性分析

假设系统所受应力和强度均服从Weibull分布, 应力样本 x 1, ,, xm 和强度样本 y 1, ,, ym 相

互独立, 并且 x i ( i= 1, 2, ,, m ) 为服从于 W ( G1, B) 的独立同分布随机样本, yj ( j = 1, 2,

,, n ) 为服从于 W ( G2, B) 的独立同分布随机样本, 参数 G1, G2 和 B均为未知, 则

R = Pr{ X [ Y} = GB2/ ( GB1+ GB2)

  记 a= m/ ( m+ n) , 注意到参数 ( G1, G2, B) 的对数似然函数为

L ( G1, G2, B) = ( m + n ) lnB- B( mlnG1+ nlnG2) + B( E
m
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lnxi + E

n
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lnyj )

- E
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- E
n
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G2

B

(13)

  关于参数 ( G1, G2, B) 的 Fisher信息阵为

I = I ( G1, G2, B) =

mB2/ G21 0 - mC/ G1

0 nB2/ G22 - nC/ G2

- mC/ G1 - nC/ G2 ( m + n) ( C2+ C* ) / B2
(14)

其中
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  因此 Jeffrey无信息验前分布为

PJ( G1, G2, B) W B
G1 G2

(15)

显然, Jeffrey无信息验前关于参数 G1 和 G2 是对称的, 并不依赖样本尺寸 m 和 n 大小, 这是不合理

的, 因为如果 m> n , 关于 G1的信息要比关于 G2的信息多。

为了克服 Jeffrey无信息验前分布的不足, 寻找具有匹配验前性质的无信息验前分布, Sun, Ghosh

和 Basu [ 7]得到了一般性的具有匹配验前性质的分布类
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C
*
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mn
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h G1exp C
B

+
nC*

m
i
B

, G2exp C
B

-
mC*

n
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其中 h ( #; #) 为任一可微函数, i = - 1。如果令 h ( s, t ) = g ( s
m
t
n
) ( g 为某一大于零的函

数) , 则可以得到一类满足 (16) 式的函数子类为

Pm( G1, G2, B) W
C* +

mn

( m + n)
2B
2ln2

G2
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G1 G2B
2 g Gm

1 G
n
2exp

( m + n) C
B

(17)

显然, 根据 (17) 式可以确定无穷多个具有匹配验前性质的无信息验前分布, 一个重要的问题就是在

这些无信息验前分布中寻找覆盖率和名义概率匹配最好的那种无信息验前分布。一种简单的取法是令

g = 1, 则参数 ( G1, G2, B) 的无信息验前分布为

Pm( G1, G2, B) W
C* +

mn

( m + n)
2B
2ln2

G2
G1

G1G2B
2 (18)
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  定理 3  假定应力、强度均服从Weibull分布, 形状参数相同但未知, 当获得应力、强度的试验

样本后, 若采用 (15) 式或 (18) 式作为 ( G1, G2, B) 的无信息验前分布, 则 R 的验后密度函数分

别为

PJ ( R | X , Y) W R
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]
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  此时对应力- 强度模型进行可靠性分析需要根据定理 3进行数值方法研究, 可以计算应力- 强度

模型可靠性的点估计和置信下限估计。

4  结束语

本文给出了一种判别无信息验前分布优良性的准则- 概率匹配原则, 并针对几种应力- 强度模型

的分布情况确定了具有匹配验前优良性质的无信息验前分布。仿真结果表明利用匹配验前分布所进行

的 BAYES统计推断有很好的频率解释, 这一点无论在理论上还是在实践中都是非常重要的。
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