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随机弱实时系统作业调度概率保证分析
*
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  摘  要: 随机弱实时系统与强实时系统的显著区别是, 它不要求实时任务的每一项作业都满足时限要

求, 只要保证作业的时限延误率低于某一阈值, 其总体执行性能就是可以接受的。提出了概率时间需求分

析法 ( PTDA) , 用于估计可剥夺静态优先级调度策略下周期性任务的作业满足时限约束的概率的下界 , 并

通过一个具体的实例考察了下界的紧性。对实例系统的仿真结果表明, PTDA分析的误差小于 10% , 计算

速度快, 可以为弱实时应用的设计提供重要的参考依据。
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Probabilistic Scheduling Guarantee Analysis for Jobs

in Stochastic Soft Rea-l Time Systems
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Abstract: Stochastic soft rea-l time systems distinguish themselves from hard rea-l time systems in that there is no demand for every

job in a task to meet its deadline. For these systems, provided that job deadline missing rate is below some threshold, total performance

is acceptable. For a fixed-pr iority preemptive scheduled soft rea-l time system, we present probabilistic time demand analysis technique

by which a lower bound on the probability that a job in a periodic task meets its deadline is estimated . We have also performed a simu-

lation study of an example system and check the tightness of the lower bound. The simulation results shows PTDA has a high speed and

an error below 10% . It can provide important reference for the design of soft rea-l time application.
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实时系统是能够在确定的时间内执行计算或处理事务并对外部的异步事件做出响应的计算机系

统[ 1]。它不但要保证任务计算结果的逻辑正确性, 而且要在规定的时间内完成。这个规定的时间界限

称为任务时限 ( Deadline) , 是任务从发布到完成所允许的最大时间间隔。如果任务没有在规定时限内

完成, 计算结果毫无意义, 甚至引起严重后果, 称之为强时限, 相应的任务为强实时任务, 至少包含

一个强实时任务的实时系统称为强实时系统。如果任务未在规定时限内完成, 计算结果的可用性逐渐

减小, 称之为弱时限, 相应的任务为弱实时任务, 所有任务均为弱实时任务的实时系统称为弱实时系

统, 我们称各任务对处理机资源的需求随机的弱实时系统为随机弱实时系统。这类系统在远程多媒体

通信、信号处理、工业控制等领域广泛存在, 最典型的如VBR视频传输, 对 MPEG视频流解码这一

任务而言, I帧的解码时间明显长于 P 帧或 B帧。随机弱实时系统与强实时系统的显著区别是, 它不

要求实时任务的每一项作业都满足时限要求, 只要保证作业的时限延误率低于某一阈值, 其总体执行

性能就是可以接受的。

对实时系统的可调度性分析主要有确定性分析和统计性分析两种。前者如 Liu 和 Layland提出的

判断单机系统周期任务基于静态优先级和动态优先级的最优调度算法的可调度性的充分但非必要条

件
[ 2]

, Lehoczky提出的用于精确分析任务最坏时间行为的时间需求分析法 ( T ime Demand Analysis,

TDA)
[ 3]
和忙周期分析法 ( Busy Period Analysis, BPA)

[ 4]
, 以及Audsley 等人提出的具有任意时限和起始

抖动的突发性实时任务的可调度性分析算法[ 5]。后者如 Tia 等人提出的性能概率保证 ( Probabilist ic
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Performance Guarantee, PPG) 分析[ 6]。PPG分析假设所有任务的相对时限不超过周期, 认定任务第一

项作业满足时限的概率就是整个任务时限满足率的下界, 这些假设在系统的平均资源利用率接近

110, 最大资源利用率大于 110时是不成立的。

1  问题的提出

假设随机弱实时系统由 n 个周期任务T 1, T 2, ,, T n 组成, 每个任务由五元组 T i ( P i , Di ,

R i , I i , f i ( t ) ) 表征, P i , D i , R i , Ii 分别表示任务的周期、相对时限、就绪时间、初始相位,

f i ( t )是作业处理需求所对应的概率密度函数 (Probabilistic Density Function, 以下简称 PDF)。任务 T i

的第j 个作业J i, j的处理需求为E i , j , 它是从统计分布 f i ( t ) 得到的随机样本。对给定的 i , E i, j , j=

1, 2, ,独立同分布, 不同任务的作业执行时间之间也是相互独立的。J i , j在r i, j时刻就绪, 必须在绝

对时限 d i, j之前完成, 否则称之为延误时限。根据应用场合的不同, 延误时限会造成不同程度的损

失。就绪时间和绝对时限之间的时间间隔为任务的相对时限, 即 D i = d i, j - ri , j。跟踪实际的任务调

度执行过程, 记 Ji , j的完成时间为Ci , j , 相应的作业响应时间为 Qi , j = Ci , j - ri, j。

假定该实时系统采用可剥夺的静态优先级调度策略, 记任务 T i 的优先级为 <i , Ti 的作业流J i, 1,

Ji , 2, ,的优先级也相应为 <i。为了讨论的方便, 并不失一般性, 本文假定任务的优先级各不相同,

并按优先级降低的次序排列所有任务, 对 P i , j , 如果 i< j , 则 T i 的优先级高于Tj 的优先级。E
-
i

( E
+
i ) 表示任务 T i 的所有作业中最小 (最大) 的处理需求, �E i表示T i的平均处理需求。系统处理机

利用率总和的平均值和最大值分别为 Uave= E
n

i = 1
�E i / Pi 和 Umax = E

n

i= 1
E

+
i / P i。在单处理机 (Uniprocessor)

条件下, 假设 Umax> 110, Uave< 110, 由经典的实时系统调度理论可知, 即使 Uave很小, 平均情况下

满足系统可调度性的充分条件, 但由于 Umax> 110, 可能出现瞬间过载, 我们无法保证系统总是可调

度的, 因此有必要估计出各任务的作业满足时限的概率的下界, 据此判断是否满足具体的实时应用的

要求。

2  概率时间需求分析

211  PTDA的简单情形 ) 任务间相互独立

定义 1  <i- 级忙周期是一个时间区间 [ a, b] , 在该区间内, 处理机一直无空闲地处理优先级高

于等于 <i 的作业。对PE> 0, 在时间区间 ( a- E, a) 和 ( b , b+ E) 上不处理任何优先级高于等于

<i 的作业。

定义 2  随机变量的条件映射 h: x y y , 记作 y= h ( x |对 x 的约束条件)。若 x 对应的 PDF 为

fX ( x ) , 则随机变量 y 对应的 PDF 为:

f Y( y ) =
fX( y ) / A  y I E

0      y | E
(1)

其中 E 是满足指定条件的 x 的集合, A = Qx I E
fX ( x )dx。

为了确定作业时限延误率的上界, 必须找出作业响应时间的最坏情形。由经典实时调度理论可

知, 任务 T i 的所有作业的最长响应时间发生在<i - 级忙周期内, 这个忙周期起始于临界时刻, 即所

有任务的初始相位相同, 它们的第一个作业同时发布并就绪。下面基于这种最坏情形进行讨论。

考虑任务 T i的执行。假设 Ji , j是<i- 级忙周期中 T i 发布的第j 个作业。为了简化讨论且不失一般

性, 不妨把这个 <i- 级忙周期的起点当作时间原点。Ji , j的响应时间是所有能在 ( ri , j , Ci , j ) 时间段

运行的作业的执行时间的函数, 为一随机变量。由于一个作业可能在其后续的作业发布之前仍未完

成, 故需考虑 <i- 级忙周期中的所有作业。

<i- 级忙周期的长度是一个随机变量, 确定 <i- 级忙周期何时结束是 PTDA分析的关键。在每个

优先级对应一个任务的情况下, 如果任务 Ti 中的某个作业Ji , j在其后续作业 Ji , j + 1发布之前已经完成,
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则 <i- 级忙周期终止于 J i, j完成的时刻。若多个任务具有相同的优先级, 则根据这些任务的发布时间

先后计算其响应时间分布。上述讨论可归纳为:

定理 1  随机弱实时系统周期任务集 T 1, T 2, ,, Tn 按优先级降序排列, 每个优先级对应一个

任务, 采用可剥夺的静态优先级调度算法。如果 vj > 0, 使得 P { w i, j ( ri, j+ 1) [ r i, j+ 1} = 110, 则
<i - 级忙周期在 J i, j完成的时刻结束。

推论 1  在定理 1的前提但存在多个任务具有相同的优先级的情况下, <i - 级忙周期在 t 时刻结

束, 当且仅当: t时刻之前发布的所有优先级高于等于<i的作业在 t 之前已经完成的概率为 110。

下面计算 <i - 级忙周期内任务 Ti 的作业响应时间的概率分布。令 w i, j ( t ) 是需在时间区间

( ri , j , t ] 上执行的所有作业的处理时间需求, p i, j ( t ) = P { w i, j ( t ) [ t } 表示 <i - 级忙周期尚未

结束时处理机时间需求在 t 之前已被满足, J i, j已经完成的概率。p i, j ( t ) 同时也是 J i , j的响应时间不

超过 t 的概率, 因此 J i , j满足时限要求的概率至少为pi , j ( di , j )。响应时间分布 p i, j ( t ) 与 Ji , j发布时

是否存在优先级高于等于 <i 的作业积压有关。如果不存在这样的作业积压, <i- 级忙周期从 J i , j发布

的时刻开始, 不妨将 Ji , j重新编号为 Ji , 1, 而且:

p i, 1( t ) = P {w i , 1( t ) [ t } (2)

否则 T i 中后续作业的响应时间分布按照发布的先后顺序计算:

p i, j ( t ) = P {w i, j ( t ) [ t | w i, j- 1( r j, j ) > r i, j } (3)

对优先级最高的任务而言, <i- 级忙周期中第一个作业的响应时间分布等同于作业执行时间的分布,

而其后续作业的响应时间分布可以通过计算条件积压作业的分布与作业执行时间的卷积得到。计算过

程一直到 <i- 级忙周期结束。

具体计算 w i , j ( t ) , j> 1时, 需综合考虑各种因素的影响。优先级高于等于 <i 的作业显然可以

在 ( ri , j , C i , j ] 区间执行; 作业 J i, 1, J i , 2, ,, Ji , j - 1中在 J i , j发布之后完成的也可在该区间执行;

还必须考虑 ( ri , j , Ci , j ] 期间发布的优先级高于 <i 的作业。按优先级高于 <i 的作业发布的顺序, 把

( ri , j , Ci , j ] 分割成一系列的子区间, 即:

( ri, j , C i, j ] = ( ri, j , rk
1
, l

1
) G ( r k

1
, l

1
, rk

2
, l

2
) G , G ( rk

n- 1
, l

n- 1
, rk

n
, l

n
] (4)

其中 r k
i
, l

i
, i= 1, 2, ,, n- 1依次递增, 对应高优先级作业发布的时刻, rk

n
, l

n
= C i, j。若 J i , j在时刻

t I ( ri , j , rk
1
, l

1
) 之前完成, 对处理机总的时间需求为:

w i , j ( t ) = E i, j + Bi , j- 1( ri, j ) (5)

其中 Bi , j- 1 ( ri , j ) 表示作业 J i, j - 1截至 ri , j时刻尚未完成时的条件作业积压分布, 即:

B i, j- 1( ri , j ) = h( w i, j- 1( t ) | t > ri , j ) (6)

此时 J i, j的响应时间分布为:

p i, j ( t ) = P {w i , j ( t ) [ t | w i , j- 1( ri , j ) > ri, j } (7)

若 Ji , j在时刻 t I ( rk
i
, l

i
, rk

i+ 1
, l

i+ 1
] , i= 1, 2, ,, n- 1之前完成:

B i , j ( rk
i
, l

i
) = h( w i, j ( t ) | t > rk

i
, l

i
) (8)

相应的时间需求和响应时间分布为:

w i , j ( t ) = Ek
i
, l

i
+ B i, j ( rk

i
, l

i
) (9)

pi , j ( t ) = P {w i , j ( t ) [ t | w i , j- 1( ri, j ) > ri, j , w i , j ( r k
i
, l

i
) > rk

i
, l

i
} # P {w i, j ( rk

i
, l

i
) > rk

i
, l

i
} (10)

pi , j ( t ) 的表达式中乘积的后一项是对应该子区间的概率折合因子。综合 w i , j ( t ) 在各子区间的分

布, 得到作业 J i, j在其时限之前完成的概率:

p = E
M

i= 1

p i, j ( rk
i
, l

i
) (11)

其中 M = max { i | rk
i
, l

i
[ d i, j }。对 <i- 级忙周期中任务 T i 的所有作业, 用前述方法计算它们满足时限

的下限概率, 所有这些概率的最小值即为任务 T i的作业满足时限的概率的下界。
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212  PTDA的复杂情形- 对资源同步的处理

实际应用中的实时系统的任务之间一般非独立, 例如, 由于资源共享, 任务之间存在间接的相互

制约关系。资源同步协议的好坏直接影响到系统的可预测性和可调度性。以下的讨论基于临界区不剥

夺 (Non-Preemptable Critical Section, NPCS) 协议。根据 NPCS协议, 如果某作业正处于临界区访问共

享资源, 其他作业不能剥夺它的执行, 直到该作业退出临界区为止。Mok在文 [ 7] 中已证明, 作业

的最大阻塞时间是所有能够阻塞它的低优先级作业中最长的临界区持续时间。

定理 2  <i- 级忙周期中只有第一个作业可能被阻塞。

证明  当没有阻塞时, 只有优先级高于等于 <i 的作业能在 <i - 级忙周期内执行, 因此对优先级

低于 <i 的作业, 除 <i- 级忙周期开始的时刻外, 它不可能进入临界区, 因此只有 <i - 级忙周期中的

第一个作业可能被阻塞。

注意到作业临界区持续时间为一随机变量。令 B
k
i , j为作业 J i, j单独执行时, 它的第 k 个临界区的

持续时间, b
k+
i 为随机变量B

k
i, j的最大值, b

+
i 为任务T i 的所有 k 个临界区的持续时间的最大值, 即

b
+
i = max

1[ m [ k
b
m+
i 。由定理 2可知, 只需考虑阻塞时间对 <i- 级忙周期中第一个作业的处理时间需求 w

c
i , 1

( t ) 的影响, 即:

w
c
i , 1( t ) = w i , 1( t ) + max

i [ j [ n
b
+
j (12)

其中 w i , 1 ( t ) 是任务相互独立时 J i , 1的处理时间需求。式 ( 12) 考虑了共享资源时任务 T i 被阻塞的

最坏情形。通常情况下, 为提高系统的执行性能和响应速度, 临界区的持续时间都很短, 相互之间的

差异也不大, 因此由式 (12) 计算出来的处理时间需求不至于过分保守。

我们还可更准确地估计出任务阻塞时间的概率分布。假设系统由 n 个任务组成, 每个任务包含

一个临界区, 临界区持续时间的概率分布已知。任务 T i 的作业被来自任务Tj 的作业阻塞而产生的延

迟时间分布为P {B
1
j ( x ) [ x } , 因此任务 T i的作业总的延迟时间分布为:

P { B
1
{ i+ 1, ,, n}( x ) [ x } = E

n

l= i+ 1
5 i , lP{ B1

l ( x ) [ x } (13)

其中5 i , l是任务T i 中的作业被Tl , l= i+ 1, i+ 2, ,, n 的作业阻塞的概率, 通常根据验前信息或仿

真实验确定。如果任务对应的执行代码是直线型的, 没有循环和条件分支, 各任务的初始相位任意,

则5 i, l与作业发布的频度成正比, 可由下式估计:

5 i, l = lim
t y ]

t
pl
/ E
i < l [ n

t
p l

(14)

如果任务 T l 有ml 个临界区, 则:

P {B { i+ 1, ,, n} ( x ) [ x } = E
n

l= i+ 1
E
m
l

k= 1

5ki, lP {Bk
l ( x ) [ x } (15)

式中5ki , l是任务T i的作业被T l的作业的第 k 个临界区阻塞的概率。

3  PTDA分析的数值实现及计算复杂度分析

当作业执行时间的概率分布无法用解析式表达时, 必须用数值方法实现 PTDA分析。PTDA分析

牵涉到的主要运算是两个代表作业执行时间的相互独立的随机变量的和。和的 PDF 等于两个随机变

量PDF 的卷积, 即 f ( t ) = g ( t ) á h ( t )。直接实现卷积运算的方法是先离散化, 再累加, 即:

f i = E
N- 1

j= 0
gjhi- 1 (16)

计算复杂度是 O (N
2
) , 其中 N 是对g ( t ) 和 h ( t ) 离散化表示的点数。我们还可通过卷积定理和

快速傅里叶变换 FFT 将计算复杂度降到 O (N log2N )。

下面估算任务相互独立时 PTDA分析的计算复杂度。设 <i- 级忙周期包含 Mi ( i= 1, 2, ,, n)

个作业, 记 M= max {M i | i= 1, 2, ,, n}。在 Ji , j的响应区间 ( ri , j , Ci , j ) 内发布的优先级高于 <i

的作业总数为:
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mi , j = E
i- 1

k= 1

C i, j

Pk
-

ri , j
Pk

(17)

[ x ] 表示大于等于 x 的最小整数。( ri , j , Ci , j ) 区间被分割成 mi , j + 1个子区间, 计算 w i, j ( t ) 需进

行 mi , j+ 1次卷积运算, 故整个 PTDA分析的计算复杂度为:

E
n

i= 1
E
M
i

j= 1
(mi , j + 1) 1O(N log2N ) (18)

如果优先级高于 <i 的作业在 ( ri , j , Ci , j ) 内都只发布一次, 则 PTDA的计算复杂度小于下式。

M E
n

i= 1
i1O(N log2N ) =

n( n + 1) M
2

1O(N log2N ) (19)

  在利用 FFT 对作业执行时间的 PDF 进行卷积时, 需注意以下问题: 第一, 在对两个随机变量的

PDF 进行离散化表示时, 采样率和离散点数必须相等; 第二, 离散化后的矢量长度必须是 2的幂次,

长度不够的在后面添 0; 第三, 对 PDF离散化时, 离散后的矢量长度要选择合适的大小。抽样点数越

多, 计算得到的作业响应时间的概率分布与实际的分布之间的绝对误差越小, 计算时间相应增加。我

们的实验表明, 对计算复杂度和结果的精度折衷考虑, 选取 N = 1024比较合适, 卷积结果的绝对误

差在 01005以内。

4  实例分析与讨论

考虑一个简单的随机弱实时系统, 它由两个相互独立的周期任务 T 1, T 2 组成, 任务属性说明如

表1所示。假定任务执行时间服从均匀分布。平均和最坏情形下资源利用率总和分别是 01708和

11411, 因此在单处理机条件下, 可能会有一些作业延误时限。T 1的优先级高且它的最大资源利用率

小于 110, 故其所有作业均能满足时限约束。我们只需对任务 T 2进行分析。

表 1 任务属性

Tab11 Task attributes

Ti P i Di E -
i �E i E +

i U-
i �Ui U+

i

T1 300 300 1 100 199 010033 01 333 01663

T2 400 400 1 150 299 010025 01 375 01748

总和 010058 01 708 11411

为计算 J 2, 1按时完成的概率, 把区间 [ 0, 400) 分割成两个子区间 [ 0, 300) 和 [ 300, 400)。若

J 2, 1在 t I (0, 300) 之前完成, 处理时间需求 W2, 1 ( t ) 为 J 1, 1和 J 2, 1的执行时间之和, 其 PDF 为:

f z ( z ) =

1

6* 104z , 0 [ z < 200

1
300 , 200 [ z < 300

1

6* 104(500- z ) , 300 [ z < 500

(20)

由此可得 J 2, 1在 t= 300之前完成的概率为 P { W2, 1 (300) [ 300} = 01668。若 J 2, 1在 t I [ 300, 400)

之前完成, 时间需求 W2, 1 ( t ) 是 J 1, 2的执行时间与截至 t = 300时刻 J 2, 1尚未完成时的条件作业积压

分布 B2, 1 ( 300) 之和, B2, 1 (300) 是对 W2, 1 ( t ) , t I (0, 300) 中 (300, 498) 部分进行归一化处

理后得到的条件映射分布, W2, 1 ( t ) 的 PDF 为:

f z ( z ) =

-
1

8* 106( z
2
- 1000z + 213* 105

) , 300 [ z < 500

1

8* 10
6 ( z

2
- 1400z + 9

*
10

4
) , 500 [ z [ 700

(21)

因此当 J 2, 1在 t= 300之前未完成而在 t= 400之前完成的条件概率为 01209。综上所述, J 2, 1在其时限
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t= 400之前完成的概率为:

P {w 2, 1(400) [ 400} = 01668 + 01209*
(1 - 01668) = 01738 (22)

同理可分析出 J 2, 2在其时限 t= 800之前按时完成的概率为 01994, J 2, 3在其时限 t= 1200之前按时完成

的概率为110。<2- 级忙周期在 J 2, 3完成时结束。起始于临界时刻的第一个 <2- 级忙周期对应着 T 2的

作业的响应时间的最坏情形, 因此任务 T 2的作业的时限延误率的上界为 1- 01738= 01262。
表 2 仿真结果与 PTDA分析结果的对比

Tab1 2 Comparison of simulation results and PTDA analysis results

Ti PTDA结果
仿真实验结果

初相同步情形 初相随机情形
误差

T 1 10010 10010 ? 010 10010 ? 010 0

T 2 731 8 7814 ? 011 8012 ? 01 1 - 519%

对表 1所示的弱实时系统作 1000次仿真运行, 每次运行执行 1000项 T 2 的作业和 1333项 T 1 的作

业。对 T 1和 T 2 的每一项作业, 将 1000次仿真实验得到的作业响应时间平均, 得到任务 T 1 和 T 2所

有作业的响应时间直方图, 进而可得作业响应时间的概率分布。表 2列出了仿真结果与 PTDA分析结

果的对比, 其中初相同步情形取 T 1和 T 2的初始相位为 0, 初相随机情形则让 T i , i = 1, 2的初始相

位服从 ( - P i , P i ) 上的均匀分布。由表2可知, 初相随机情形下作业满足时限要求的概率高于初相

同步情形, 因为初相同步时各任务的作业经常同时请求处理机资源; PTDA 得到的作业满足时限的概

率比仿真结果低 519% , 表明该方法是准确有效的。PTDA对影响 <i- 级忙周期内的作业 J i, j的响应时

间的各种因素进行了全面合理的分析, 但分析相对比较保守, 它仅考虑了最坏情形即起始于临界时刻

的第一个 <2- 级忙周期而并非任务 T 2中所有作业满足时限约束的数学期望, 因此通常情况下 PTDA

结果低于实际值。
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