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多体系统 Lagrange方程的算法研究
*
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  摘  要: 分析了欧拉角描述多体系统球铰的有关数值病态问题 , 提出在一定条件下, 引入相应约束的

解决思路以及混合伪坐标拉格朗日方法。
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多体系统连接体间的旋转自由度通过将欧拉角作为广义坐标来描述具有以下优点: 当欧拉角在一

定的范围内变化 (0 < Hjs < P) 时, 不附加任何约束方程; 广义坐标与系统的实际结构相对应, 实际应

用起来直观方便; 所建立的动力学方程具有单向迭代的形式, 便于计算机符号推演
[ 3]
。但是在某种特

殊的情况下, 欧拉角作为广义坐标变量会带来问题。如球铰的旋转自由度 NRT = 3, 当旋转轴 Pj1 与

Pj 2的夹角 Hj 3 = 0时,两轴的方向重合,这时旋转运动到底是由 Hj 1还是 Hj 2产生无法加以区别。当 Hj3 =

nP时,都会出现这种状况。在多体系统的建模仿真实践中, 当对含有球铰的系统进行仿真时, 已出现数

值病态问题。为此, 对 Hj3 = nP的情况进行分析, 以查明是在哪个环节上可能引起数值病态问题, 并研

究解决的办法。

1  Lagrange方程的病态分析

多体系统 Lagrange动力学方程的一般形式为:

A( q) &q = B( q,¤q)¤q + Q (1)

式中 q = [ q1, q2, ,, qN ] 为广义坐标向量。A( q) , B( q, ¤q) 为N @ N 矩阵, Q为广义力向量。一般来说,

系统的运动 q( t ) 应是以上动力学方程的唯一解。但当球铰 Oj 的Hj 3= nP时, Hj 1和 Hj2无法分辨。只知道

Hj 1+ Hj 2为已知量, 只要 Hj 1+ Hj 2等于转动量,就可以描述此时 Oj 铰的转动。这说明在这种情况下的运动

由欧拉角的描述不唯一, 多体动力学方程可以有多个解。这意味着多体动力学方程组在这一时刻( Hj 3 =

0) 的固化系数的线性方程组是线性相关的, 且矩阵 A( q) 不满秩。对这一点作如下分析:

设¤q = X,则 ¤X = &q, (1) 式的自由运动方程为

A( q) O

O I

¤X
¤q

=
B( q, X) O

I O

X

q
(2)

  以上固化系数的方程解的情况为: 固化系数的线性方程组是否有唯一解取决于方程组是否线性相

关。若对于任意的 q, A( q) 满秩, 即任意时刻的固化系数的线性方程组有唯一解,则多体系统动力学方

程(2) 有唯一解 q( t )。当在某一时刻
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A( q) O

O I
(3)

不满秩时, 即存在某个 q
*
, 使 A( q

*
) 不满秩, 方程组仍可能线性无关, 方程组 ( 2) 中的某个微分方

程退化为代数方程 (约束方程) , 固化系数的线性方程组阶次降低, 系统总自由度下降。这时, 解的

表示式推导必须另行处理, 且数值积分求解也需特殊处理。

虽说多体系统动力学方程 ( 2) 可能出现退化情形, 甚至出现线性相关情况, 但其动力学方程的

描述并没有错误, 在特定情形下出现退化情形甚至出现解的不唯一性 (线性相关情况) , 说明这时描

述系统的运动可以有多种形式, 只要找到动力学方程的一个解, 也就找到了运动的一个描述。

然而 A矩阵的不满秩给动力学方程的求解带来了极大困难。在数值求解中, 动力学方程必须转

化成如下形式, 再积分求解:

¤x
¤q

=
A
- 1
( q) B( q, X) O

I O

X

q
(4)

由于 A( q) 不满秩,或者接近线性相关时, A
-1
( q) 的计算出现数值病态问题。方程是时变的, 这种不满

秩是在某一状况下, 于某一时刻出现的;一旦出现病态计算,仿真运算就无法继续进行。通常 A( q) 的表

示式极复杂。

结论  当某一个时刻 t , 球铰的 Hj 3 = 0(或 nP) ,这时的 A( q) 阵不满秩。

证  由 Hj 3 = 0(或 nP) ,则 Pj 1和 Pj2轴同向(或反向) , Hj 1和¤Hj1是绕P j1转动的, 而 Hj2和¤Hj 2是绕 Pj 2

轴转动的, 这时变为方向相同 (或相反)。

¤Hj1 = k¤Hj 2 (5)

式中, k 是一个标量(但不一定是常数)。对于任一函数N (¤q, q) ,偏导数5N
5¤qj 表示函数N(¤q , q) 沿¤qj 坐标

轴方向的导数, 设¤Hj1 和¤Hj2在 N 维广义坐标系中表示为¤qx , ¤qy , 由于坐标轴方向相同, 显然有

5N
5¤qx

= k
5N
5¤qy

(6)

另一方面由Lagrange方程

d
dt

5T
5¤q -

5T
5 q = Q

T 是¤q 和q 的函数T (¤q, q) , 可知5T
5 q 中不会出现&q,

d
dt

5T
5¤q =

52
T

5¤qT5¤q
&q + 52T

5¤qT5 q
¤q (7)

52
T

5¤qT5q
中也不会出现&q,所以 A( q) 的表示式为:

A( q) =
52
T

5¤qT5¤q
   A( q) ij =

52T
5¤qi5¤qj

(8)

由式 ( 6) 取 N =
5T
5¤qj 时,

52
T

5¤qx5¤qj = k
52T

5¤qy5¤qj  ( j = 1, 2, ,, N ) (9)

由式 ( 9) 可知, A( q) 阵的第 x 行与第y 行成比例。A( q) 不满秩, 得证。

对于球铰 Hj3 = nP是无法避免的。由于这时¤Hj1与¤Hj2描述同样的运动,可以规定由¤Hj2来描述这个方
向的旋转变化, 固定 Hj 1不变,即通过人为地增加约束来求解。

  若对 Oj 铰 | Hj3- nP| [ E, 可令

¤Hj1 = 0  ;   sinHj 3 = 010001

这样, 方程的解是唯一确定的。(若有多个球铰同时出现 Hj3 = nP, 则可引入多个约束)

A( q) O

O I

¤X
¤q

=
B( q, X) O

I O

X

q
(10)
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¤Hj 1 = 0

  合并为:

A( q) O

O I

0,01 0,0

¤x

¤q

=

B( q, x ) O

I O

O O

x

q

(11)

写为 A1

¤x
¤q

= B1

x

q

¤x
¤q

= ( A
S
1 A1)

- 1
A

T
1B1

x

q
(12)

其中 A1为(2N + 1) @ 2N 阵,上式是可积分求解的,且( A
T
1A1) 是满秩的。当出现 Hj3 < E时,可通过更换

积分模型求解, 即把模型(2) 换为模型(12) ;当 Hj3 \ E时再换回模型(2)。但由于 A 阵本身很庞大,而且

模型( 12) 根据 Hj3 = nP是哪个铰或者有几个铰同时出现, 将对模型运算结构信息(如 A1的维数) 有影

响,各种情况的出现具有任意性, 因此模型(12) 需要在线生成,其计算工作量较大, 解决这一问题的另

一办法是对于球铰选择 Xx , Xy , Xz 作为广义速度的伪坐标方法。

2  混合伪坐标的 Lagrange方程

若对于六自由度的铰采用伪坐标, 对具有三个旋转自由度的铰也可将其旋转自由度采用伪坐标,

而其它铰仍采用广义坐标, 这种真伪坐标混用的方法称为混合坐标法。

航天器的结构模式, 大多由一中心体与若干附属体组成, 中心体一般为六个自由度, 附属体转动

自由度小 (附属体很少用球铰) , 对此类结构模式采用混合坐标法比较方便, 中心体用伪坐标, 附属

体用广义坐标。下面给出相应伪坐标的拉格朗日方程。

设系统由 n 个刚体组成, BD1体为三个转动自由度, 三个位置自由度, 且称为中心刚体, 其伪坐

标为

X1 = [ Xx1 Xy1 Xz1]
T

V1 = [ Vx1 Vy1 Vz1]
T

V1设为 BD1体质心速度,其余 BD i体用广度坐标qi表示, qi的分量含有平移铰与转动铰的坐标, 系统

的混合坐标微分方程为

d
dt

(
5T
5 X1) + X1 @ 5T

5 X1
+ V1 @ 5T

5V1
= L1 (13)

d
d t

(
5T
5 V1

) + X1 @ 5T
5 V1

= QV1 (14)

d
dt

(
5T
5¤q i

) -
5T
5 qi = Qi , i = 2, 3,n (15)

式中 L1、QV1 为中心体的控制力矩和外力, Qi 是对应于广义坐标qi 的广义力。

式(14) 是体坐标系原点 o的运动方程, (13)是体坐标系绕 o点转动的方程。这两组方程对应于伪坐

标,描述该体的六个自由度。式(15) 是一般的拉格朗日方程, 对应于其他体的真坐标。以上方程没有病

态计算问题。

采用伪坐标建立动力学方程, 并不是完全替换对应铰的欧拉角描述,实际上欧拉角的描述还是必须

的,主要是在确定各体之间的坐标变换需要欧拉角。确定运动的位置需要广义坐标, 所以还需建立伪坐

标与欧拉角的关系。通过 X1和¤H1s ( s = 1, 2, 3) 的关系, 将¤H1s ( s = 1, 2, 3) 的表示式与动力学方程一起进

行积分运算可获得欧拉角。

伪坐标的运动学关系为
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X1 = AX1

¤H11
¤H12
¤H13

(16)

AX1 =

0 sinH11sinH13 cosH11

0 cosH11sinH13 - sinH11

1 cosH13 0

¤H11

¤H12

¤H13

= A
- 1
X
1
X1 =

1
sinH13

- cosH13sinH11 - cosH11cosH13 - sinH13

sinH11 cosH11 0

cosH11sinH13 sinH11sinH13 0

# X1 (17)

  由 ( 17) 式数值积分可得到下一步的 H1s,显然, 当 H13 = 0时,逆不存在,即 | H13 | < E时, 引起数

值病态计算。可作如下处理:

  由 ( 16) 式当 H13 = 0时

X1 =

0 0 cosH11

0 0 0

1 1 0

#

¤H11
¤H12
¤H13

(18)

这时¤H11 与¤H12同方向, 描述旋转变化的作用相同,可固定一个不变, 用一个描述旋转,因此引入约束¤H11
= 0, 结合上式可得

¤H11 = 0

¤H12 = X1z

¤H13 = 1
cosH11

X1x

(19)

当 | cosH11 | < E时,可令¤H13 = kmax X1x。当 X1x X 0时, 系统很快地脱离 | H13 | < E的情形;在 | H13 | \

E后,重新采用(17) 式计算。这种处理方法只替换 | H13 | < E对应¤H1s 的方程,修改部分很小,几乎不增加

计算量,处理起来很方便。E的选择要适当, 过大会影响计算精度, 过小有可能仍出现病态。

3  结论

运用混合伪坐标的 Lagrange 方法对空间五体机械臂的伸展进行动力学仿真, 选择 E= 10- 4
, 既避

免了病态计算的出现, 又较好地保证了计算精度, 在计算机符号推演模型的基础上, 根据特殊欧拉角

的出现, 替换某个方程。操作过程直观、简单, 而且附加的计算量较小。
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