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基于多分辨分析的数值积分算法
*

郭汉伟, 何建国, 尹家贤, 刘培国, 刘克成

(国防科技大学电子科学与工程学院, 湖南 长沙  410073)

  摘  要: 从多分辨分析思想出发, 推导出一种计算数值积分的算法, 通过加强迫函数改善其精度。利

用张量扩张的原理, 将其推广到计算多维数值积分。结果表明, 它不但与传统的 Simpson 算法有较好的一致

性, 而且对于震荡积分也有较高的精度。
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The Numerical Integral Algorithm Based on Multiresolution Analysis

GUO Han-wei, HE Jian-guo, YIN Jia- xian, LIU Pe-i guo, LIU Ke-cheng

( College of Electronic Science and Engineering, National Univ1 of Defense Technology, Changsha 410073, China)

Abstract: A new numerical integral algorithm is presented according to the idea of multiresolution sampling1 Its precision is im-

proved by the forcing function1 It. s easy to use in high-dimensions integral by tensor extending method1 The results show that it is not

only in good agreement with traditional Simpson algorithm but also more precise to appreciate the high-vibrating integral.
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积分是最基本的数值计算问题。通常我们采取内插求积公式 (柯特斯公式) 和高斯型求积公式来

计算。以上两种算法的基本思想是, 在有限区间内对函数用 Lagrange 插值多项式进行拟合加以计算。

对于正则性较好的函数, 传统的积分算法具有很高的计算效率。但是对于正则性较差, 快速震荡函

数, 传统的积分算法计算的效率很低, 甚至不能得到正确结果。如果用多分辨分析中的尺度函数作为

基函数, 在有限区间内对被积函数进行插值拟合, 我们可以根据被积函数的特性来选取基函数。尺度

函数选取的灵活性带来积分算法的灵活性, 特别是对于正则性较差, 快速震荡的函数, 可以取得很好

的结果。

1  算法的推导

根据 [ 1] , 定义一个多分辨分析 { Vj } , 如果 U ( x ) 是具有 2N - 1紧支撑区域的尺度函数, L
2

( R ) 空间内函数 f ( x ) 在多分辨分析 { Vj } 下可以近似表示为B

f ( x ) U Aj f ( x ) = E
+ ]

k= - ]
Cj , kUj , k( x ) (1)

其中 Cj, k = 3f ( x ) , �Uj, k4, 是函数在 j 水平下的多尺度采样系数
[ 2]

, �U ( x ) 是 U ( x ) 的对偶函

数
[ 3]
。则上式的截断误差为+f ( x ) - Aj f ( x ) + [ C2

- jN
, C 为一个只与基函数相关的正的常数。

而QL
U( x ) dx = 1,故

Q
L

Uj , k( x )dx = Q
L

2
j / 2
U(2jx - k )dx = 2

- j / 2
(2)

L 为积分区间。那么,

Q
L

f ( x )dx = 2
- j/ 2 E

+ ]

k= - ]
Cj , k (3)
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由小波分析原理, 我们可以看到这样一个事实:

Q
L

f ( x )dx = 2
- j/ 2 E

+ ]

k= - ]
Cj , k = 2

(- j+ 1) / 2 E
+ ]

k= - ]
Cj- 1, k = 2

(- j+ 2) / 2 E
+ ]

k= - ]
Cj- 2, k (4)

即 f ( x ) 的积分可以表示为一维多尺度采样系数的线性迭叠加。如果计算 f ( x , y ) I L
2
( R

2
) 的二维积

分, f ( x , y ) = E
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(5)

可以看到, 利用张量扩张的方法, 很容易将其推广到多维积分算法。

111  多分辨采样系数的计算

Cj , k = 2j/ 2Q
]

- ]
f ( x ) <( x - k)dx = 2- j / 2Q

]

- ]
f (

x

2j
) <( x - k )dx = 2- j / 2

< f (
x

2j
) , <( x - k ) > (6)

  假定 supp <= [ 0, L ] , < (0) = < ( L ) = 0 (7)

Cj , k = 2- j / 2 E
L- 1

n= 1

f (
n + k
2j

) <( n) , ( m、n 是整数) (8)

这时
[ 3]

, Cj , k是f (
n+ 1

2
j ) , f (

n+ 2

2
j ) , ,, f (

n+ L - 1

2
j ) 的一种加权平均。在正交小波时, < ( n)

用< ( n)来代替。

1. 2  函数的边界校正

对于积分Q
b

a
f ( x ) dx , 如果函数 f ( x ) 在其边界点 a , b 处不为零, 那么, 用具有紧支撑的正交与

双正交小波对 f ( x ) 进行抽样后再恢复, 在边界点处将出现不收敛于真值的现象, 这类似于利用傅

立叶级数展开有限区间的函数在边界点处的莱不尼兹现象。为了消除边界点不为零对积分精度的影

响, 我们采用加强迫函数 (Forcing funct ion) F ( x ) 的方法, 对 f ( x ) 进行边界校正, 使校正后的函

数 f c ( x ) 在边界点 a, b 处的值为零。我们构造强迫函数 F ( x ) , 使其满足以下条件:

f c( x ) = f ( x ) + F ( x )

f c( a) = f c( b) = 0

Q
b

a
f ( x )dx = Q

b

a
f c( x )dx

(9)

即

F ( a) = - f ( a)

F ( b) = - f ( b )

Q
b

a
F ( x )dx = 0

(10)*

如果设 F ( x ) = cx
2+ dx+ e 带入 (10) , 我们可以得到:

c =
- 3# ( f ( b) + f ( a) )

( a - b )
2

d =
2# (2# a # f ( b) + f ( a) # b+ b #f ( a) + 2# f ( a) # b)

( a - b)
2

e =
- (f ( b ) # a

2
+ 2# f ( a) # a # b+ 2# f ( b ) # a # b + f ( a) # b

2
)

( a - b)
2

(11)

1. 3  公式的简化

而E
L- 1

n= 1
<( n ) = 1 , 那么, 在采样系数叠加的过程中, 可以作相应的简化。
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* 关于 F( x ) 的形式,本人根据经验建议,最好不要用分段的线形函数,因为分段的直线在分段区间的端点处是不可微的。     
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下面给出基于尺度函数计算数值积分的一般步骤B

¹ 根据精度选择采样空间和采样函数 (一般选 Daubechies 的尺度函数) , 构造强迫函数 F ( x ) ,

得到函数 f ( x ) 的校正函数 f c ( x )。

º在 { Vj } 水平上对 f c ( x ) 采样。

» 按照公式进行计算。

如果采样函数为Haar小波尺度函数, 我们可以推导出梯形积分公式。而采样函数的灵活选择带

来积分算法的灵活性。可以利用迭代得出可控制误差的基于多分辨分析的自适应积分算法[ 4]。设所选

的采样函数具有长度为 L 的支撑区间, 在 N 分辨水平上对函数进行多分辨采样积分, 要做 2* ( L -

2) 次乘法, ( b- a) * 2
N
次加法。

2  算例

例1  如图 1所示, 一个磁流环激励的的对称线天线, 长度为 L , 半径为 a, 工作波长 K。

图 1  由磁流环激励的线天线

Fig11 Line antenna excited by

  magnetic current loop

天线由波克林顿方程

E
( i)
z | i = -

1
j4PXE0Q

L/ 2

- L/ 2
I ( zc) G1( z , zc)dzc

G1( z , zc) =
e
- jkr

r
5 [ (1 + jkr) (2r 2- 3a2) + k

2
a
2
r
2
]

(13)

来描绘。用脉冲基 ) 点匹配的方法来求解, a = 010025K, b= 01005K。这
种方法实现简单, 但要想得到满意的结果, 需要 80~ 160个采样点。阵元

计算如下积分式:

Zmn = -
1

j4PXL0Q
- 1/ 2+ n$z

- 1/ 2+ ( n- 1)$z
G 1( z , zc)dzc (14)

对于上式, 采用基于多分辨分析的数值积分算法计算, 由于所计算的问题

是对称的, 选择双正交Bior212小波重构尺度函数为基函数, 可以得到100

@ 100矩阵。从图 2可以看出, 基于多分辨分析的自适应数值积分算法求

得结果与经典的 Simpson算法有很好的一致性。

例2  计算Q
4

0
e
- x
sin(1000Px )dx ,可以看到, 它的被积函数是一个快速

衰落震荡函数, 它的真实解为: 31124798055929105e- 004, 用 Simpson算法得不到正确结果。如果我

们用本文的方法, 选取下面一组双正交小波的尺度函数为采样函数。在 j= 24阶水平下采样, 得到结

果为 3112479805589876e-004。相对误差 915996e-008, 绝对误差 219997e-011。
{ hk} = {83/ 1300, - 581/ 5200, - 119/ 371, 371/ 650, 371/ 650, - 119/ 5200, - 581/ 5200, 83/ 1300} ,

{ hk} = {- 1/ 40, - 7/ 160, 21/ 160, 7/ 16, 7/ 16, 21/ 160, - 7/ 160, - 1/ 40}

3  结论

我们从多尺度采样的概念出发, 将 L
2
( R ) 的函数 f ( x ) 利用尺度函数展开, 推导出一种新的

数值积分算法。通过张量扩张的办法, 很容易将其扩展到多重积分算法。结果表明, 只要选择好采样

函数, 其不但可达到传统积分算法的精度, 而且对于快速震荡积分, 也有很好的精度和计算效率。
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图 2  对称振子天线表面电流分布

Fig12  The surface current distribution of dipole antenna
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