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鲁棒H ] 次优控制问题
*

张  明, 谢红卫

(国防科技大学机电工程与自动化学院, 湖南 长沙  410073)

  摘  要: 证明了鲁棒H ] 次优控制问题可以归结为两个代数黎卡提不等式的解。利用不等式形式上的

特点, 还研究H ] / H2混合次优控制问题, 并给出了应用实例以说明本结果的有效性。
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Robust H] Sub-optimization Control Problem
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( College of Mechatronics Engineering and Automat ion, National Univ. of Defense Technology, Changsha 410073, China)

  Abstract: It is proposed that robust H ] sub-optimization control problem can be solved by solving two algebraic Riccati inequal-i

ties. We have also studied robust H ] / H2 mixed sub-optimization controller based on Algebraic Riccati Inequality. Moreover, an example

of application is given to illustrate the main results.
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考虑广义不确定对象 G ( s) :

¤x = �Ax+ B1 X+ B2u

z = C1x + D12u

y = C2x + D21 X

(1)

其中

�A = A + $A

和反馈控制器 K ( s ) :

¤N= AcN+ Bcy

u = CcN
(2)

及其闭环传递函数

T zX( s ) : X y z (3)

其中 x, N为n 维状态向量, X为 r 维噪声向量, u 为p 维控制信号向量, z 为m 维被控制输出信号

向量, y 为 q 维测量信号向量。允许摄动 $A I + .

定义 1  (鲁棒 H ] 次优设计问题) 对于 (1) 描述的广义不确定对象 G ( s ) 和 C> 0, 寻找控制

器K ( s )使得: 对于允许摄动 $A I + , 闭环系统 (3) 内部稳定; 且 TzX ( s) : Xy z 满足:

+TzX( s ) + ] < C (4)

相应地, 控制器 K ( s) 称为鲁棒 H ] 次优控制器。

对于广义确定对象的 H ] 次优控制问题, DGKF 论文[ 1]把它归结为两个代数黎卡提方程的解。本

文利用代数黎卡提不等式与H ] 优化之间的关系证明了, 鲁棒 H ] 次优控制问题可以归结为两个代数

黎卡提不等式的解。由于不等式形式上的特点, 我们还可以研究鲁棒H ] / H2 混合次优控制问题。

定义 2 (鲁棒H] / H2混合次优设计问题) 对于 (1) 描述的广义不确定对象 G ( s) 和 C> 0, B> 0,
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寻找反馈控制器K ( s) 使得对于允许摄动 $A I +, 闭环系统 (3) 内部稳定且 TzX ( s) : Xy z满足:
+T zX( s ) + ] < C, +TzX( s) +2 < B (5)

相应地, 控制器 K ( s) 称为鲁棒 H ] /H2 次优控制器。

1  主要结果

引理 1  给定 C> 0, G ( s ) = C ( sI- A) - 1B , 那么下列条件等价:

(1) +G ( s ) + ] < C;

(2) 存在 P> 0使得下列代数黎卡提不等式成立:

PA + A
T
P + C- 2PBBTP + CTC < 0

  证明  见[ 2, 推论12. 3]

定理 1  设广义不确定对象 (1) 满足如下假设条件:

¹ ( A, B1) 是可稳定的;

º ( C1, A) 是可检测的;

» D T12 [ D12  C1] = [ I  0] ;

¼ D21 [ D
T
21  BT1 ] = [ I  0] .

对于给定的 C> 0, 如果存在正定矩阵 X> 0和 Y> 0满足如下代数黎卡提不等式:

P( X) = A
T
X + XA + X( C- 2B1B
T
1 - B2B
T
2 )X + C
T
1 C1 < 0 (6)

Q( Y) = YA
T
+ AY+ Y( C
- 2
C
T
1 C1- C
T
2 C2) Y+ B1B
T
1 < 0 (7)

并且 Kmax ( XY) < C2成立, 进一步, 对于允许摄动 $A , 有下式成立:

�Q =
C2 Y
- 1
( Q( Y) + $AY+ Y$A) Y
- 1  - C2 Y- 1Q( Y) Y- 1+ P( X) - C- 2$AZ- 1

- C2 Y- 1Q( Y) Y- 1+ P( X) - C- 2Z- 1$A   C2 Y- 1Q( Y) Y- 1- P( X)
< 0 (8)

那么鲁棒H ] 次优反馈控制器由下式给定:

¤N= ( A + C- 2B1F1- B2F2) N+ G( y - C2N)
u = - F2 N (9)

其中:

F1 = B
T
1X, F2 = B
T
2X, G = ZC
T
2 , Z = Y( I - C

- 2
XY)

- 1

  证明  由 (1) 和 (9) 构成的闭环系统可描述如下:

¤x
¤N
= �A
X

N
+ �B X

z = �C
x

N

(10)

其中

�A =
A - B2F2

GC2 A + C
- 2
B1F1- B2F2 - GC

�B =
B1

GD21

�C = ( C1- D12F2)

(11)

显然对于任意允许摄动 $A I + ,

TzX( s) = �C( sI - �A)- 1�B (12)

由 X> 0, Y> 0和 Kmax ( XY) < C
2
, 不难验证:

Z = Y( I - C- 2XY)- 1 > 0

�P =
C2 Y- 1 - C2Z-1

- C2Z- 1 C2Z- 1
> 0 (13)
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进一步依据条件 », ¼ , 整理下式可得:

�P�A + �AT�P + C- 2�P�B�B T�P + �CT�C = �Q < 0 (14)

于是依据引理 1可得:

+T zX( s) + ] = +�C( sI - �A)- 1�B + ] < C (15)

注释: 给出假设条件», ¼只是为了计算和推导的方便, 此条件可放宽。有关论述可见参考文献 [ 1]。

定理 2 设广义不确定对象 (1) 满足假设条件¹ ~ ¼ ; 对于给定的 C> 0, B> 0, 如果存在正定矩阵

X> 0和 Y> 0满足 (6)、(7), 并且 Kmax (XY) < C2成立; 进一步, 对于任意允许摄动$A I +, ( 8) 式成

立; 且 trace ( Y
- 1
B1B
T
1) + trace (C
T
2 C2Z) < ( B/ C)

2
, 那么鲁棒H] /H2次优反馈控制器由 (9) 式给定。

证明  由定理 1的证明可知: �A 稳定, 且闭环系统满足H ] 次优性能指标, 因此只需证明, 闭环

系统满足H2次优性能指标。

由 (11) 可知, 对于任意固定的允许摄动 $A I + :

+T zX( s ) +2
2 = +�C( sI - �A)- 1�B +2

2 = trace( �P $A�B�B
T
) (16)

其中, �P$A > 0满足:

�P$A�A + �A
T�P $A + �CT�C = 0 (17)

比较 (14)、( 17) , 可得 $P= �P- P̂$A> 0满足

$P�A + �A$P + C- 2�P�B�BT�P - �Q = 0 (18)

于是

+TzX( s) +2
2 [ trace( �P�B�BT) = C2trace( Y- 1B1B1) + C2t race) ( C

T
2 C

2
Z) (19)

定理得证。

2  应用实例及说明

考虑如下广义不确定对象

¤x = (- 6+ $a) x + [0. 3  0. 4] X+ u

z =
- 0. 4

0. 3
x +

0. 6

0. 8
u

y = x + [- 0. 8  0. 6] X

(20)

其中,

$a I + = { e: - 0. 15 < e < 0. 25}

给定 C= 0. 1, B= 0. 11, 设计鲁棒H ] /H2次优反馈控制器 (2) 满足性能指标 (5) .

解  对比 (1) 与 (20) 可知:

A = - 6, B1 = [0. 3  0. 4] , B2 = 1, C2 = 1,

C1 =
- 0. 4

0. 3
, D12 =

0. 6

0. 8
, D21 = [- 0. 8  0. 6] (21)

  不难验证条件¹ ~ ¼ 成立, X= 0. 1, Y= 0. 09满足 (6) , ( 7) 以及 Kmax ( XY) < C2; 并且对

于任意的 $a I += { e: - 0. 15< e< 0. 25} , (8) 成立.

进一步,

trace( Y-1B1B
T
1) + trace( CT2C2Z ) = 0. 278 + 0. 9 < ( B/ C) 2 = 1. 21 (22)

于是依据定理 2可设计鲁棒 H ] / H2 次优反馈控制器

¤E= - 4. 5N+ 0. 9y
u = - 0. 1N

(23)

此时, 闭环系统可由 (10) 式描述, 并且满足鲁棒H ] /H2次优性能指标:

+TzX( s ) + ] < 0. 1, +TzX( s) +2 < 0. 11

其中 (10) 式的参数满足:
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�A =
- 6+ $a - 0. 1

- 0. 9 - 4. 5
,

�B =
0. 3 0. 4

- 0. 72 0. 54
,

�C =
- 0. 4 - 0. 06

0. 3 - 0. 08
, $a I + (24)

  从以上应用实例来看, 本文的主要结果是非平凡的, 是有意义的, 说明了代数 Riccat i不等式形

式上的特点, 有助于多目标优化及处理参数不确定系统。尽管代数 Riccat i不等式的极限形式即为代

数Riccat i方程, 但是在很多情况下, 代数 Riccati不等式表现出更大的灵活性。

3  结论

H ] 优化问题与代数 Riccati不等式的联系, 在近年来获得了学者的注意与研究[ 3]。尽管代数 Ric-

cat i不等式的极限形式即为代数 Riccati方程, 但是我们绝不可以把二者划等号。不等式形式上的特点

有助于多目标优化及处理参数不确定系统, 并获得鲁棒 H ] 次优控制器和鲁棒H ] /H2 混合次优控制

器。
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