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脱层壳屈曲的一阶剪切理论
*

李道奎, 周建平, 雷勇军

(国防科技大学航天与材料工程学院, 湖南 长沙  410073)

  摘  要: 脱层的存在将会大大降低层合结构的屈曲载荷。本文将含任意位置环向贯穿脱层的轴压圆柱

壳分成多段子壳, 用厚度的一次多项式模拟脱层壳屈曲时子壳的轴向和环向位移, 利用变分原理导出了脱

层壳的屈曲方程和定解条件, 并用状态空间方法进行求解。通过与经典理论的比较, 指出了它们各自的适

用范围; 考虑脱层壳的三种不同屈曲模态, 分析了边界条件、脱层长度、深度对脱层壳屈曲载荷的影响;

最后给出了正交各向异性脱层壳的屈曲分析。
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Buckling Analysis of Delaminated Shell for the First Order Shear Deformation Theory
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Abstract: Delaminations may greatly reduce the buckling load of the laminated structure. Cylinder including arbitrary delamina-

tions in longitudinal and thickness and spaning the entire circumference was divided into multiple sublaminates shell whose longitude dis-

placements were simulated with linear function of the thickness coordinate. The variational principle was applied to obtain the governing

equations and boundary conditions. The state- space schemewas used to solve the problem. By comparing with classical theory, the us-

able range of each theory was pointed out. Three difference buckling modes of delaminated shell were considered. The influence of

boundary condition, length and depth of delamination on buckling load was analyzed. Finally, the buckling analysis of delaminlated or-

thotropic shell was given.
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复合材料层合圆柱壳是工程中一种常用的结构, 但在其制造和使用过程中, 常常会出现层间脱

层。脱层的局部屈曲会大大降低结构的轴向承载能力, 因此, 研究脱层对层合圆柱壳轴向承载能力的

影响具有重要的工程意义。Troshin[ 1]研究了纵向贯穿脱层对轴压层合圆柱壳的影响。Sallam 和 Simit-

ses[ 2]、Kardomateas和 Chung[ 3]采用Donnell壳理论研究了含环向或纵向贯穿表面脱层的各向同性圆柱壳

的屈曲或后屈曲问题。

以上研究都是建立在 Kirchhoff假设的经典层合理论基础上的, 而纤维复合材料层合结构的层间剪

切效应非常明显, Chattopadhyay 和Gu[ 4, 5]在脱层界面通过位移的跳跃不连续条件模拟复合材料圆柱壳

的层间脱层, 在环向和周向对位移函数进行三角级数展开, 研究了含环向贯穿脱层圆柱壳的屈曲和后

屈曲问题。本文考虑剪切变形, 建立了含环向贯穿脱层正交各向异性复合材料层合圆柱壳的屈曲分析

模型, 研究了边界条件、脱层长度和深度等因素对脱层壳屈曲载荷的影响, 得出了三种屈曲模态的形

状和发生区域。与 Chattopadhyay和 Gu的分析模型相比, 本文模型在环向也是用三角级数展开, 而在

轴向进行精确求解, 其结果将会更加精确。分析中将还可以看出, 该模型易于分析各种边界条件的影

响, 可以很好地发现接触现象, 为下一步研究接触问题和后屈曲问题提供了很好的基础。
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1  含环向贯穿脱层圆柱壳屈曲分析模型

111  控制方程
为建立脱层壳的剪切理论模型, 首先考虑含环向贯

图 1  脱层圆柱壳几何示意图

Fig11  Geometry of delaminated cyl inder shell

穿脱层的圆柱壳, 其示意图如图 1所示。脱层将壳分为

四部分: 不含脱层的子壳 1和 4以及由脱层分开的子壳

2和 3。原始壳的长度和厚度分别为 L 和H , 子壳 1 和

脱层的长度分别为 l 和 a, 子壳 3的厚度为 h。根据壳

体的一阶理论, 子壳 i 的位移模式可设为:

�u i = ( ui + ziUxi ) cos
nyi

R i
(1a)

�v i = ( v i + z iUy i ) sin
nyi
Ri

(1b)

�w i = w cos
ny i
R i

(1c)

其中, i= 1, 2, 3, 4和 xi I [ 0, l i ] , zi I [ - hi / 2, hi / 2] 分别为子壳 i 的局部轴向和横向坐标。

R i、li 和h i为子壳 i 的曲率半径、长度和厚度, n 为环向半波数。zi 与总体坐标系 z 坐标的关系为:

zi= z- d i , 其中, d i= H / 2- h i / 2。u i , vi , Ux i , Uyi分别为子壳中面上x 和y 方向的位移和转角。

采用薄壳假设, 子壳 i 的几何方程:
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  对正交各向异性材料, 本构关系为:

�R
( i )

j = �Qjk�E
( i)

k (3)

  设脱层壳轴向受正压力 p , 子壳 i 的厚度为h i , 那么 p i= hip , 子壳的能量变分为:
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i
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其中
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内力素分别为:
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由变分原理可以推导出第 i 段子壳的平衡方程为:
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将各内力素表达式代入 (5) , 就可以得到用位移分量表示控制方程。

112  定解条件

为了求得微分方程组 (5) 的解, 共需 40个定解条件。由变分方程可以导出这些定解条件。

( I) 端点边界条件有多种组合, 例如:

简支端点边界条件:

SS 1: w = N10 = N11 = N 60 = Uy = 0 SS2: w = u = N11 = N60 = Uy = 0

SS 3: w = N10 = N11 = v = Uy = 0 SS4: w = u = N11 = v = Uy = 0

  固支端点边界条件:

CC1: w = N10 = Ux = N 60 = Uy = 0 CC 2: w = u = Ux = N60 = Uy = 0

CC3: w = N10 = Ux = v = Uy = 0 CC 4: w = u = Ux = v = Uy = 0

  自由端点边界条件: FF: N 10= N11= N 60= N61= N50- �phw , x = 0

( II) 子壳间的位移连续条件1( i = 2, 3) :

u i (0) = u1( l 1) + diUx1( l 1)  Ux i (0) = Ux1( l 1)  vi (0) = v1( l 1) + d iUy1( l 1)

Uyi (0) = Uy1( l 1)  w i (0) = w 1( l 1)

u i ( li ) = u4(0) + diUx4(0)  Uxi ( l i ) = Ux4(0)  v i ( li ) = v 1(0) + d iUy4(0)  Uyi ( li ) = Uy4(0)

w i ( li ) = w 4(0)

  ( III) 子壳间的平衡连接条件:
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  当 x= l 1 时, j = 1, l 23= 0, l 14= l1; 当 x= L 时, j= 4, l 23= l 2= l3, l 14= 0。

113  状态空间公式及其求解

下面采用状态空间方法求解 (5) 式和定解条件组成的定解问题。取第 i 段子壳的状态空间变量

为:

n i = { u i  Uxi  v i  Uyi  w i  ui , x  Uxi , x  vi , x  Uyi , x  w i , x }
T

(6)

式中T 代表转置, 则控制方程可写为如下形式

Gi , x = SiGi (7)

这里, Si为状态空间矩阵, 其具体形式略。

状态空间方程 (7) 的解为

Gi = e
S
i
x
iG

0

i = Ki ( xi ) G
0

i (8)
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这里, G
0

i= ( C
i

1 C
i

2 , C
i

10)
T为积分常向量。

取系统常向量为: G
0
= ( G

0

1)
T
( G

0

2)
T
( G

0

3)
T
( G

0

4)
T T

, 则定解条件可写成如下线性代数方程组

MG
0
= 0 (9)

要使方程组 (9) 有非零解, 系数矩阵行列式的值必须为零。即: | M | = 0, 由此可得到临界载荷 Pcr,

将所得的临界载荷代回 (9) 和 (8) , 可求得对应于 Pcr的屈曲模态。

2  算例分析

首先, 为验证本文所使用的模型和分析方法的正确性, 对两端固支的对称脱层壳, 图 2给出了两

种理论解的比较。壳体几何参数为: L / R= 5, R /H = 30, h= 013H。材料常数为: E= 200Gpa, L=

图 2  两种理论解的比较

Fig12  Comparison of solut ion with two theory

013。图中横坐标 A为脱层长度 a 与壳跨度L 的比, 纵

坐标 �Pcr为脱层壳屈曲载荷 Pcr与两端固支的完整壳经典

屈曲载荷的比 (以下 �Pcr的定义同此)。从图中可以看

出, 当 A较大时 ( > 0112) , 两种理论的差别较小 (相

差0164% ) , 这是由于此时脱层壳主要发生局部屈曲,

屈曲载荷主要由径厚比最大 ( R/ h = 100) 的子壳 3 来

控制, 剪切效应影响较小; 当 A较小时 ( < 0103) , 脱
层壳发生整体屈曲, 剪切效应影响较大, 两种理论的计

算结果差别也较大 (相差 2125%)。但无论 A如何变

化, 两种理论的屈曲载荷 �P cr随A的变化趋势基本相似。

而且, 当脱层长度分别趋近于 0和 L 时, 脱层壳的屈

曲载荷分别趋近于完整壳和完全分成两部分壳的屈曲载

荷, 这说明了本文解的正确性。同时, 从图中也可以得

到这样的结论: 对于较短的脱层, 使用剪切理论计算脱层壳的屈曲载荷比较合适; 而对于较长的脱

层, 使用两种理论都可以得到较好的结果。

为了较好地分析脱层壳屈曲时的各种特性, 首先需要研究脱层壳的各种屈曲模态。对于 L/ R=

5/ 3, R / H = 30, h= 013H 的各向同性对称脱层固支壳, 图 311将三种屈曲模态的分布区域进行了划
分, 图 312~ 314分别给出了对应的屈曲模态图。图中 / + 0 代表子壳 3的横向模态位移, 实线代表

图 311 脱层壳屈曲模态区域图

Fig1311  Various model region of delaminated shell

图 312  整体屈曲模态形状

Fig1312  Shape of global buckling mode

子壳 1、2、4的横向模态位移。从图中可以看出, 随着 A的增大, 脱层壳由整体屈曲 (区域 1) 到混

合屈曲 (整体屈曲与局部屈曲相耦合, 区域 2) 再过渡到局部屈曲 (区域 3) ; 从图 311中可以看到,

在整体脱层区域屈曲载荷基本上不变, 但在出现局部屈曲的混合屈曲区域下降得较快, 最后过渡到局
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图 313  混合屈曲模态形状

Fig1313  Shape of mixed buckling mode

图 314  局部屈曲模态形状

Fig1314 Shape of local buckling mode

部屈曲区域; 而且, 在由整体屈曲到混合屈曲的转变点 ( AU0109) , 存在明显的拐点, 这说明局部屈

曲的出现对屈曲载荷的影响很大。从图 314中还可以明显地看出由于两子壳的屈曲模态发生贯穿, 这

说明实际屈曲过程中有接触现象出现, 但本文不予考虑。计算中还发现, 在屈曲模态发生变化时, 环

向屈曲半波数也发生较大变化。

对于 L / H = 50、R /H = 30、B= h/H 分别为 011、012、013、014的对称脱层壳, 图 4给出了屈曲

载荷随脱层长度比率 A的变化曲线。当 A较小时, 脱层壳的屈曲载荷几乎不随脱层深度的变化而变

化, 原因是脱层壳发生整体屈曲, 脱层的横向位置对脱层壳的整体刚度基本上没有影响; 当 A较大

时, 脱层壳发生局部屈曲, B= 014的脱层壳局部刚度下降得最少, 故 B= 014的脱层壳的屈曲载荷最
大。同时, 从图中可以看到一个区别于脱层梁的现象, 即对于一些较特殊的 A (整体屈曲向混合屈曲

的转化) 值, 脱层壳的屈曲载荷随着脱层深度的增大而减小, 如当 A= 0111时, B= 014的脱层壳的
屈曲载荷比 B= 013的脱层壳的屈曲载荷小, 这是因为在整体屈曲向混合屈曲的转化过程中, 环向屈

曲半波数 n 将发生两次跳跃, 如 B= 014的脱层壳, 在此过程中, n 从 4y 0y 4, 但是 B不同的脱层

壳对应于发生轴对称整体屈曲 ( n= 0) 的 A的范围不同, 如 B= 014 的脱层壳为 018~ 0111, 而 B=

013的脱层壳为 0182~ 019, 而在发生轴对称整体屈曲时, 脱层壳的屈曲载荷下降很快。另外, 从图

中还可以看到, 随着 B的增大, 脱层壳发生整体屈曲的范围逐渐增大, 而发生局部屈曲的范围逐渐

减小。

在20世纪 60年代, 人们在研究面内边界条件对轴压简支壳屈曲载荷的影响过程中发现: 如果允

许边界在切线方向自由运动, 则屈曲载荷急剧降低。本文对一端固支, 另一端采用各种边界条件的对

称脱层壳进行分析, 计算了各种边界条件下脱层壳的屈曲载荷 (如图 5)。几何参数为: L / H = 50,

R /H = 30, B= 013。从图中可以看出, 当 A较小时, 脱层壳发生整体屈曲, 简支边界条件对脱层壳

屈曲载荷的影响与完整壳的结论基本类似; 固支边界条件的变化对脱层壳的屈曲载荷影响不大; 由于

对所有的位移变量都没有限制, 自由边界条件对脱层壳的屈曲载荷影响最大, 整体屈曲对应的 A范

围也最大。无论对何种边界条件, 当脱层长度大到一定值 ( A> 0118) 时, 屈曲载荷将与其他边界条

件的屈曲载荷相差很小, 这是因为此时局部屈曲模态基本上成为脱层壳屈曲的主要控制模态, 边界条

件对脱层壳的影响几乎可以不计。

复合材料结构由于横向剪切模量较低而受剪切效应的影响较大, 对于脱层壳的屈曲问题, 也是

如此。本文以正交各向异性层合脱层壳为例, 计算了复合材料脱层壳的屈曲载荷随脱层长度的变化

(图6) , 脱层壳的几何参数与图 311中的相同, 所用复合材料为 Kevlar-epoxy, 其材料常数为: E1=

14418GPa, E2= 9165GPa, G 12= G13= 4114GPa, G23= 3145GPa, L12= 013, 铺层顺序为 [ 0b/ 90b/ 0b] 10,

其中 0b表示材料主方向与圆柱壳的纵轴同向。将图 6与图 311进行比较中可知, 剪切效应对复合材料

脱层壳屈曲载荷的影响比对各向同性脱层壳的影响大得多, 但是曲线的基本形状类似, 这说明, 由各
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图 4  脱层深度对屈曲载荷的影响

Fig14  Effect of depth of delamination on buckl ing

图 5 边界条件对屈曲载荷的影响

Fig15  Effect of boundary condition on buckling load

图 6  正交各向异性脱层壳的屈曲载荷

Fig16  Buckling load of orthotropic delaminated shell

向同性脱层壳屈曲分析得出的一些基本结论可以用于正

交各向异性复合材料脱层壳。

3  结论

本文用一阶剪切理论对含环向贯穿脱层的圆柱壳进

行了屈曲分析, 从计算结果讨论中得到了以下结论: 脱

层壳的屈曲模态有整体屈曲、混合屈曲和局部屈曲三

种, 局部屈曲的出现对脱层壳的屈曲载荷影响很大; 对

于径厚比 R/ H 和脱层长度比率 A较小的脱层壳, 适合

于用剪切理论来计算, 而当 L /H 和 A较大的脱层壳,

用经典理论来计算就已经足够精确了; 脱层壳的屈曲载

荷与 A成递减关系, 与 R /H 成递增关系, 但最后都趋

于一定值; 脱层壳的屈曲载荷并不完全随着脱层深度增

大而增大, 在某些时候脱层越深, 屈曲载荷越小; 脱层壳的屈曲载荷随着脱层向壳纵向中心靠近而降

低; 边界条件对整体屈曲影响较大, 而对局部屈曲几乎没有影响; 脱层对各向异性壳屈曲载荷的影响

比对各向同性壳的影响大。
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