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验前分布的稳健性
*
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  摘  要: 研究 Bayes统计分析中运用验前信息的稳健性, 给出了正态分布期望值验前分布和指数寿命

型分布失效率验前分布的稳健性分析。所论方法对于飞行器系统试验的精度分析和可靠性评估, 具有较普

遍的意义。
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Abstract: The robustness of prior distribution in Bayesian statistical analysis is studied. In the normal distribution and exponential

life distribution, the analysis of robustness for the prior distribution of the parameters are carried out. The methods discussed in this paper

can be used to analyze the accuracy and estimate the reliability analysis of Vehicle.

Key words: Bayesian statistical analysis; prior information; robustness

1  问题的提出

Bayes统计推断中的一个重要问题是它的稳健性 ( Robustness)。近年来, 文献中已有较多的研

究[ 8]。稳健性问题主要论述在不同的验前分布的运用之下, 引起验后的 Bayes统计推断的差异。描述

Bayes方法的稳健性, 有各种不同的方法。例如, 按Hiiber[ 3]的提法, 引入 E- 污染分布族, 即对未知分

布参数 H, 引入验前分布族

# = { P( H) : P( H) = (1- E) P0( H) + Eq ( H) , q I D}

其中 P0( H) 为某个特定的验前分布密度, D为所有的分布集。E> 0为小数。在 #中取不同的验前分布,

Bayes统计推断是不同的。由此出发, 分析 Bayes方法的稳健性。不少学者从 Bayes风险去分析验前分

布的稳健性。Robbins, Berliner[ 4]等, 引入了所谓 #-minimax 迫近方法, 即考虑

r# = inf
a I D

r #( a) = inf
a I D

Sup
PI #

r ( P, a)

其中 r( P, a) 为验前分布取 P之下, 采用决策 a 时的风险函数(即平均损失)。D为决策空间。r# 就是在

采用/最坏0 验前分布之下, 取/最优决策0时的风险。

还有一种引人思考的稳健性分析方法是利用 P( H) 给定之下 X 的边缘分布密度, 即

m( x | P) = Q
(

f ( x | H) P( H)dH

其中 f ( x | H) 是 H给定之下X 的密度函数, ( 为参数空间。m( x | P) 可以看作关于 P( H) 的似然函数。

因此,对某个设定的 P0,当获得样本 x 之后,如果m( x | P0) 意外地小,则说明 P0( H) 的选取是不合适的。

当然,这种大、小的度量必须有一个准则。一些学者采用显著性检验方法,在一定水平之下,判定 P0是否

为合适的验前分布(参[ 2] )。

下面, 将在设定某种验前分布之下, 讨论 Bayes推断中验后稳健性问题。

                  国  防  科  技  大  学  学  报

第 22 卷 第 6 期      JOURNAL OF NATIONAL UNIVERSITY OF DEFENSE TECHNOLOGY      Vol1 22 No16 2000

* 收稿日期: 2000-03-20
作者简介: 张金槐 ( 1930-) , 男, 教授。



2  验后稳健性分析

记 Bayes统计推断中所采取的行为 (策略) 为 a, 损失函数为 L ( H, a ( X ) ) , X 为子样。Q( P( H| X ) ,

a ) 为采用行为 a 之下的验后期望损失, 此处 P( H| X ) 为 X 之下 H的验后密度函数。即

Q( P( H| X ) , a) = E
( P( H| X )

[ L ( H, a( X ) ) | X ] .

  # 为验前分布族, 考虑

( inf
PI #
Q( P( H| X ) , a) , Sup

PI #
Q( P( H| X ) , a) , (1)

它给出了验后期望损失的最大范围。还可以定义行为 a 的 #- 验后期望损失, 它为

Q# ( a) = Sup
PI #

Q( P( H| X ) , a) (2)

它为 ( 1) 的单边情况。用 ( 1) 或 ( 2) 作为 Bayes方法验后稳健性的一种度量。

特例 1  设行为 a 是去选择一个置信集C < ( , 且定义

L ( H, a) = 1- Ic ( H) .

此处 I c ( H) 是 Index集。此时

Q( P( H| X ) , C ) = 1- P
P( H| X )

( H I C )

= P
P( H| X )

( H I �C )

其中 �C 为C 的余集。这样, (1) 式所确定的量是 H I �C 的验后概率的范围。

特例 2  对于统计假设

H0: H I ( 0\H1: H I ( 1.

其中 ( 0, ( 1为参数集, ( 0 H ( 1 = 5, ( 0 G ( 1 = (。记 a i为采纳假设 Hi ( i = 0, 1) 的决策。定义L ( H,

a ) 如上, 而 C = ( 0。于是

P
P( H| X)

( H I �C ) = P
P( H| X )

( H0)

它为采纳 H0 的验后概率。于是(1) 式所确定的量为当 P( H) I # 时 H0 的验后概率的范围。

211  正态总体期望值置信域的验后稳健性分析

设X ~ N( H, R
2
) , R

2
为已知。关于 H的验前分布假定取共轭验前分布,分布密度函数为N( L, S

2
) ,此

处 L, S2 可以在某范围内取值, 为

L1 [ L [ L2,

S
2

1 [ S2 [ S
2

2,

在获得了子样 X = ( X1, ,, X n) 后,作 H的 Bayes置信估计,置信域 C = ( a( X ) , b ( X ) ) .以下分析其验

后稳健性。

下面 确 定 inf
PI #

P
P( H| X )

( H I C ) 和 Sup
PI #

P
P( H| X)

( H I C ) , 这 里 # 为 验 前 分 布 集: # =

N( L, S2) 分布:
L1 [ L [ L2,

S
2

1 [ S
2 [ S

2

2.
.

首先注意 H的验后分布仍为正态分布, 其验后均值和方差分别为

LP( X ) =
R2/ n

R2/ n + S2
L+

S2

R2/ n + S2
�X ,

V
P
( X ) =

R2/ n

R
2
/ n + S

2S
2
.

于是 H的验后分布集为

#P(H| X )
= { P( H| X ) : P( H| X ) 为 N( LP, V

P
) 分布,

L1 [ L [ L2, S
2

1 [ S [ S
2

2} .

而

 P
P( H| X)

( H I ( a, b) )
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= Q
b

a

1

2P V
P
e
-

1

2V
P
( H- LP)

2dH

= 5
b - L

P
( X )

V
P
( X )

- 5
a - L

P
( X )

V
P
( X )

.

图 1  P( H | x ) 图示

Fig11 figure of P(H | x )

只要由 ( L, S
2
) ( L1 [ L [ L2, S

2

1 [ S
2 [ S

2

2) 所计算的

L
P
( X ) 最靠近( a, b ) 的中点,即 a +

b - a
2 ,则此( L, S

2
) 使

P
P( H| X)

( H I c) 取极大值;反之, 如果由( L, S
2
) 所计算的

LP( X ) 最靠近( a, b ) 的边界 (例如图 1 中的 a 点) , 则使

P
P( H| X)

( H I c) 取极小值。记此相应的极小, 极大点为

LP( X ) , V
P
( X ) 和 LP( X ) , V

P
( X ) , 则

inf
PI #

P
P( H| X)

( H I c) = 5
b - LP( X )

V
P
( X )

- 5
a - LP( X )

V
P
( X )

,

Sup
PI #

P
P( H| X )

( H I c) = 5
b - L

P
( X )

V
P
( X )

- 5
a - L

P
( X )

V
P
( X )

.

  数字示例: 设 X ~ N( H, 1) ,分布族 #中的参数范围为 1 [ L [ 2, 3 [ S2 [ 4。取 c = (- 1, 2) , x

= 0为观测到的样本值。此时 H的验后分布为N( LP( x ) , V
P
( x ) ) , 此处

LP( x ) =
1

1+ S2
L+

S2

1+ S2
=

L
1+ S2

,

V
P
( x ) =

S2

1+ S
2.

而 #P( H| 0)
= P( H| 0) : P( H| 0) ~ N( LP(0) , V

P
(0) ) ,

1 [ L [ 2,

3 [ S2 [ 4
,

  此时, 可算得

inf
PI #

P
P( H| 0)

( H I (- 1, 2) ) = 01888,

Sup
PI #

P
P( H| 0)

( H I (- 1, 2) ) = 01916.

因此, 可以认为 C = (- 1, 2) 为 H的 /稳健度0 约90%的可信集。

212  指数寿命型中失效率 K的验后稳健性分析

设某设备在时间 t 内正常工作的概率服从指数分布, 即

f ( t | K) = e- Kt
, K> 0.

其中 K为设备的失效率。今考虑定数截尾试验情况。假定共试验了M 个相同的设备,直到有N 个失效时

试验终止。记失效时间为

t 1 [ t 2 [ , [ tN ;

则在 N 个设备失效的场合下, K的似然函数为

L ( K| T , N) ] KNe- KT
,

其中 T = E
N

i= 1
ti + ( M - N ) TN .

T 为总的寿命试验时间(或总的有效工作时间)。

取 K的验前分布族为

# = P( K; A0, B0) : P( K; A0, B0) = G( K; A0, B0) ;
A10 [ A0 [ A20,

B10 [ B0 [ B20.

其中 G( K; A0, B0) 为 Gamma分布, 即

19张金槐等: 验前分布的稳健性



G ( K; A0, B0) =
A
B
0
0

#( B0)
K
B
0
- 1

e
- A

0
K
0, K> 0.

现在用 ( 1) 式的方法讨论 K的验后稳健性。只要注意 K的验后密度为

P( K| T , N ) = G ( K; T + A0, N + B0) ,

对于选定的 K的置信集C ,

Q( P( K| T , N) , C) = P
P( K| T , N )

( K I C)

= Q
c

G ( K; T + A0, N + B0)dK

=
( T + A0)

N+ B
0

#( N + B0) Q
c

K
N+ B

0
- 1

e
- K( T+ A

0
)
dK (3)

取 C为( 0, K* ) 的形式,上式表示的积分,对于不同的 A0, B0的取值, 可以由不完全Gamma函数表给出。

事实上, 由不完全 Gamma函数定义, 它为

Ix ( B) =
1

#( B)Q
x

0
t
B- 1e- tdt .

对不同的 x 和 B, Ix ( B) 的值可直接查表获得。而公式 ( 3) 的右端, 具有形式

T
N

1
1

#( N1)Q
K*

0
K

N
1
- 1
e

- KT
1dK (4)

置 KT 1 = t , 于是 ( 4) 式成为

 
T

N
1

1

#( N1)Q
K
*

T
1

0

t
T 1

N
1
- 1

e
- t dt

T 1

=
1

#( N1)Q
K
*

T
1

0
t
N

1
- 1

e
- t
dt

= IK* T
1
( N 1)

于是

Q( P( K| T , N ) , C ) = P
P( K| T , N)

( K I (0, K*
) )

= IK* T
1
( N1) (5)

式中 T 1 = T + A0, N1 = N + B0

由数值计算法, 可以获得 inf
PI #

P
P( K| T , N )

( K I (0, K* ) ) 和Sup
PI #

P
P( K| T , N )

( K I (0, K* ) ) .

3  E- 污染验前分布族之下的验后稳健性分析

记 E- 污染验前分布族为

# = { P: P= (1- E) P0 + Eq, q I D}

其中 Eq 为污染分布部分, P0是预先选定的某验前分布, D为分布集。

定理 1
[ 3]  设 P= (1- E) P0+ Eq,验后密度 P0( H| x ) 和 q( H| x ) 存在,且边缘密度 m( x | P) >

0, 则

P( H| x ) = K( x ) P0( H| x ) + [ 1- K( x ) ] q( H| x ) (6)

其中

K( x ) = 1 +
Em ( x | q)

(1- E) m ( x | P0)

- 1

而

 Q( P( H| x ) , a) > E
P( H| x )

[ L ( H, a ) ]

= K( x ) Q( P0( H| x ) , a) + [ 1 - K( x ) ] Q( q ( H| x ) , a) (7)
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  ( 6) 式表示了验后分布的融合表示, 说明了验前污染分布的影响。而 ( 7) 式则表示了验后期望

由于污染分布的作用造成的影响。

特例 1  令 L ( H, a) = H,则得当 P I # 时的验后均值为

LP( x ) = K( x ) L
P
0( x ) + [ 1 - K( x ) ] Lq

( x ) ; (8)

  特例 2  令 L ( H, a) = ( H- L
P
( x ) )

2
,则当 P I # 时的验后方差为

V
P
( x ) = K( x ) [ V

P
0 + ( L

P
0 - L

P
)
2
] + [ 1- K( x ) ] [ V

q
+ ( Lq

- LP)
2
] . (9)

( 8) , ( 9) 式给出了由于污染分布 q ( x ) 对验后均值和验后方差所造成的影响。如果 K( x ) U 1, 那末这

种影响是微小的。

定理 2
[ 3]  设 L ( H, a) = I c ( H) , 于是

Q( P( H| x ) , a) = P
P( H| x )

( H I C) .

则有

inf
PI #

P
P(H| x )

( H I C ) = P 0 1 +
ESupH² cf ( x | H)

(1- E) m( x | P0)

- 1

, (10)

Sup
PI #

P
P( H| x )

( H I C) = 1- (1- P0) 1+
ESupHI cf ( x | H)c

(1- E) m ( x | P0)

- 1

. (11)

其中

P 0 = P
P
0
( H| x )

( H I C ) .

f ( x | H) 为给定 H时 x 的密度函数(似然函数) , m ( x | P0) 为在 P0之下 x 的边缘分布, 即

m ( x | P0) = Q
(

f ( x | H) P0( H)dH

( 10) 和 ( 11) 式表示了验前分布历遍 # 时, 验后期望的最小和最大取值。它们是分析验后期望值稳

健性的重要方法。此外, ( 10) , ( 11) 式在计算方法上将带来方便。本来, inf, Sup应在验前分布族上

求取, 但 ( 10)、( 11) 式显示, 只需在 C 和�C 上确定f ( x | H) 关于 H的最大值就可以了。

311  在正态总体期望估计中的应用
设X ~ N( H, R2) , R2为已知,且设 P0( H) 为N( L, S2) 分布。记 X = ( X 1, ,, Xm) 为 i . i . d 子样,则

P( H| X ) ~ N( LP, V
P
)。其中 LP, V

P已为第 2部分所示,此时 H的 1 - A置信域为

C = ( LP( x ) - ZA/ 2 V
P
( x ) , LP( x ) + ZA/ 2 V

P
( x ) ) ,

其中 ZA是N (0, 1) 的 A分位数。

当 R2为已知时, �X 是H的充分统计量,因此以 �X 代替子样,此时 �X ~ N( H, R
2

n
)。

如果 �X I C, 则

Sup
HI C

f (�X | H) =
n

2PR
;

而    Sup
H² C

f ( �X | H) = f (�X ) | 最接近于 C 的终点处的H值)。

注意到

LP( x ) =
R2/ n

R2/ n + S2
L+

S2

R2/ n + S2
�X

= �X -
R2/ n

R
2
/ n + S

2(�X - L)

于是

 Sup
H² C

f ( �X | H) =
1

2P

n
R

e
- n

2R
2
(�X- 终点)

2

=
n

2PR
e
-

n

2R
2 ( | L

P
( X)- �X |+ Z

A/2
V
P
( X) )

2
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=
n

2PR
e

-
n

2R
2(

R
2
/ n

R
2
/ n+ S

2| �X- L|+ Z
A/2

V
P
( X) )

2

而  P0 = 1 - A, 且

m (�X | P0) 为 N ( L,
R
2

n
+ S

2
) 分布。

  这样, 定理 2 的 ( 10) , ( 11) 式中的各项有关的量的计算都已齐全。由此, 最终可获得

inf
PI #

P
P(H| �X )

( C) 和Sup
PI #

P
P( H| �X )

( H I C )。

312  在指数寿命型可靠性分析中的应用

仍考虑定数截尾情况。

K的似然函数为f ( t 1, ,, tN | K) W KNe- KT
,

取 P0( K) 为 G( K; A0, B0) . 前已算得

 m ( t 1, ,, tN | P0)

=
M!

( M - N) !

#( N + B0)
#( B0)

( T + A0)
- (N+ B

0
)

  关于 K的置信区间,取 C = (0, Ku) , Ku 为K的 1 - A置信度的上界, 即

Ku = x
2

1- A(2( N + B0) ) / [ 2( T + A0) ]

而 P = 1- A0

  注意似然函数 f ( t 1, ,, tN | K) =
M!

( M - N ) !
K

N
e

- KT
, K> 0. 为确定Sup

KI C
f ( t 1, ,, tN | K) ,只需注意 K̂

=
N
T
是K的ML估计, 因此

Sup
KI C

f ( t1, ,, tN | K) = f ( t 1, ,, tN | K̂)

=
M!

( M - N ) !
K̂Ne

- K̂T
;

如果 K̂=
N
T
² C , 则

Sup
K² C

f ( t 1, ,, tN | K) = f ( t 1, ,, tN | Ku)

于是按 ( 10) , ( 11) 式, 可以计算出 inf
PI #

P
P( H| t

1
, ,, t

N
)
( C) 及Sup

PI #
P
P( H| t

1
, ,, t

N
)
( C ) .
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