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含 非 线 性 介 质 F a b r y - P e r O t 腔 混 沌 研 究 ! 
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摘 要 ： 根 据 混 沌 动 力 学 的 基 本 理 论 ， 计 算 了 含 非 线 性 介 质 F a b r y - P e r O t 腔 动 力 学 方 程 在 其 参 数 下 的 L y a - 
p u n O v 指 数 分 布 图 。 利 用 L y a p u n O v 指 数 和 动 力 学 特 性 的 对 应 关 系 ， 分 析 出 非 线 性 F a b r y - P e r O t 腔 在 各 种 参 数 下 

的 动 力 学 特 性 、 稳 态 参 数 区 域 面 积 和 混 沌 转 换 机 制 。 
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K e y W O r d S ： N O n - l i n e a r F - P （ N F P ） R e S O n a t O r ； L y a p u n O v E X p O n e n t i a l I n d e X N u m b e r ； C h a O S 

混 沌 理 论 在 现 代 科 学 技 术 中 起 着 十 分 重 要 的 作 用 。 它 与 其 它 学 科 相 互 渗 透 。 在 光 学 混 沌 的 研 究 

上 ， 开 始 于 I k e d a 对 含 二 能 级 原 子 吸 收 介 质 的 F a b r y - P e r O t 腔 混 沌 的 研 究 ［ 1 ］ ， 并 得 到 了 实 验 的 验 证 ［ 2 ］ 。 文 

献 ［ 3 ］ 对 含 非 线 性 介 质 F a b r y - P e r O t 腔 （ 简 称 N F P 腔 ） 的 双 稳 态 进 行 了 研 究 ； 文 献 ［ 4 ］ 作 者 考 虑 了 介 质 响 应 

和 延 迟 对 N F P 腔 的 影 响 ， 得 到 了 N F P 腔 不 经 历 2 n （ n = 1 ， 2 ， ⋯ ，   ） 分 岔 而 由 稳 态 直 接 进 入 混 沌 的 结 论 ； 

文 献 ［ 5 ］ 作 者 发 现 N F P 腔 的 动 力 学 特 性 远 比 文 献 ［ 4 ］ 描 述 的 要 复 杂 ， 并 找 到 了 一 种 新 的 动 力 学 转 换 机 

制 ， 但 未 能 作 出 N F P 腔 的 动 力 学 方 程 参 数 张 成 的 相 图 。 所 以 ， 上 述 对 N F P 腔 的 动 力 学 特 性 研 究 还 不 够 

完 整 。 在 本 文 根 据 混 沌 动 力 学 的 基 本 理 论 ， 计 算 得 到 了 与 相 图 具 有 相 同 作 用 的 L y a p u n O v 指 数 分 布 图 ， 比 

较 完 整 地 研 究 了 所 有 参 数 范 围 内 N F P 腔 的 混 沌 动 力 学 特 性 和 混 沌 转 换 机 制 。 

1 N F P 腔 动 力 学 方 程 

入 射 光 i 0 经 N F P 腔 后 的 透 射 光 强 i （ z ） 为 ： 

i （ z ） = 
i 0 

1 + F S i n 2 ［ ! （ z ） ］ 
（ 1 ） 

加 入 反 馈 后 ， 参 照 文 献 ［ 4 ］ ， 令 ! （ z ） = " ' G i （ z - T ） ， 其 中 T 为 延 迟 时 间 。 式 （ 1 ） 可 以 化 为 ： 

i （ z ） = 
i 0 

1 + F S i n 2 ［ " ' G i （ z - T ） ］ 
（ 2 ） 

采 用 记 号 

  n + 1 = i （ z ） 
i 0 / F ，   n = i （ z - T ） 

i 0 / F ； # = 1 F ， " = " ' G 
i 0 
F 

则 式 （ 2 ） 可 以 改 写 为 如 下 的 差 分 方 程 ： 
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I n + 1 = 
1 

! + S i H 
2 （ " I H ） 

（ 3 ） 

其 中 I n 是 第 n 次 透 射 输 出 的 光 强 ， ! 是 与 腔 的 反 射 率 有 关 的 参 数 ， " 是 与 非 线 性 介 质 和 反 馈 有 关 的 参 

数 。 选 择 不 同 的 参 数 ! 与 " 值 ， 由 差 分 方 程 迭 代 得 到 的 透 射 光 强 I n 可 能 处 于 稳 态 、 周 期 轨 道 或 混 沌 。 

! 基 本 理 论 和 研 究 方 法 

混 沌 运 动 的 基 本 特 征 之 一 是 对 初 始 条 件 极 为 敏 感 ， 两 个 非 常 靠 近 的 初 值 所 产 生 的 轨 道 ， 随 着 时 间 的 

推 移 按 指 数 方 式 分 离 。 对 于 类 似 于 式 （ 3 ） 的 一 维 动 力 学 系 统 ， L y a p u H O V 指 数 # ［ 6 ］ 是 定 量 描 述 这 一 现 象 的 

量 ： 

# = 1 i m 
n ! +   

1 
n " 

n 

i = 1 
1 H d f （ x ） 

d x x = x i 

（ 4 ） 

其 中 x i = f （ x i - 1 ） ， 其 物 理 意 义 是 表 示 多 次 迭 代 中 平 均 每 次 迭 代 所 引 起 的 指 数 分 离 的 指 数 ， 即 距 离 为 $ 
的 两 个 点 ， 经 过 n 次 迭 代 后 距 离 变 为 $ e n # 。 当 # < 0 时 ， 相 邻 点 终 归 要 靠 拢 、 合 并 成 一 点 ， 对 应 于 稳 定 的 

周 期 点 或 不 动 点 。 如 果 # > 0 ， 则 运 动 轨 道 局 部 不 稳 定 ， 相 邻 点 的 轨 道 最 终 按 指 数 方 式 分 离 ， 轨 道 发 散 ； 

如 果 轨 道 有 整 体 的 稳 定 因 素 ， 例 如 有 捕 捉 区 域 ， 耗 散 等 ， 则 在 此 作 用 下 反 复 折 叠 ， 形 成 混 沌 吸 引 子 。 # > 
0 可 以 作 为 混 沌 的 判 据 ， # 由 负 变 正 表 明 运 动 向 混 沌 机 制 的 转 变 ， 若 转 换 机 制 是 经 历 2 n （ n = 1 ， 2 ， ⋯ ，   ） 

周 期 分 岔 后 趋 向 混 沌 ， # = 0 是 分 岔 点 ； # 由 正 变 负 表 明 运 动 由 混 沌 向 稳 态 或 周 期 点 转 变 ， # = 0 是 逆 分 岔 

点 。 在 # 大 于 0 的 区 间 内 ， # 小 于 0 的 子 区 间 对 应 于 周 期 窗 口 ， 即 混 沌 区 内 的 “ 乱 中 有 序 ” 。 

本 文 的 研 究 方 法 就 是 根 据 （ 4 ） 式 ， 利 用 迭 代 方 法 计 算 出 差 分 方 程 （ 3 ） 在 给 定 参 数 范 围 内 的 L y a p u H O V 
指 数 ， 分 析 出 N F P 腔 动 力 学 特 性 以 及 参 数 变 化 时 由 稳 态 向 混 沌 转 换 的 机 制 。 作 出 对 应 参 数 下 的 光 强 输 

出 分 布 图 ， 分 析 其 与 L y a p u H O V 指 数 的 对 应 关 系 。 

" 计 算 结 果 与 分 析 

图 1 给 出 了 " # ［ 0 ， 1 2 ］ ， ! # ［ 0 ， 1 ］ 的 所 有 参 数 范 围 内 的 L y a p u H O V 指 数 等 值 线 分 布 图 。 由 图 可 以 分 

析 出 N F P 腔 在 各 种 参 数 时 的 动 力 学 特 性 、 稳 态 参 数 区 域 面 积 和 混 沌 转 换 机 制 。 

参 数 " ， ! 取 不 同 值 时 ， N F P 腔 的 动 力 学 状 态 完 全 不 同 。 例 如 ， 当 ! = 0 . 6 9 ， " = 0 . 5 时 ， N F P 腔 最 终 输 

出 光 强 I n （ n ! +   ） 处 于 稳 态 ； 当 ! = 0 . 2 ， " = 0 . 5 时 ， N F P 腔 最 终 输 出 光 强 I n 处 于 二 周 期 轨 道 ； 当 ! = 
0 . 0 7 ， " = 0 . 4 时 ， N F P 腔 最 终 输 出 光 强 I n 处 于 四 周 期 轨 道 ； 当 ! = 0 . 0 2 5 ， " = 0 . 2 时 ， N F P 腔 最 终 输 出 光 

强 I n 出 现 混 沌 ； 选 择 其 它 " ， ! 参 数 时 ， N F P 腔 的 I n 处 于 其 它 动 力 学 状 态 ， 如 八 周 期 轨 道 ， 等 等 。 上 述 动 

力 学 特 性 可 以 从 图 1 分 析 得 到 ， 结 论 的 正 确 性 可 以 直 接 由 差 分 方 程 （ 3 ） 迭 代 进 行 验 证 。 

稳 态 参 数 区 域 面 积 对 于 N F P 腔 的 稳 定 性 控 制 具 有 极 大 的 意 义 。 选 择 稳 态 参 数 区 域 面 积 较 大 时 对 

应 的 " ， ! 参 数 ， 是 得 到 稳 定 激 光 输 出 时 必 须 考 虑 的 。 由 图 1 可 以 分 析 出 各 种 " ， ! 参 数 取 值 时 的 稳 态 参 

数 区 域 面 积 的 大 小 ， 例 如 ! = 0 . 7 3 ， " = 0 . 5 点 附 近 的 稳 态 参 数 区 域 面 积 很 大 ； 而 在 ! = 0 . 0 6 ， " = 1 . 8 2 0 附 

近 ， 稳 态 参 数 区 域 面 积 很 小 。 如 果 N F P 腔 工 作 在 稳 态 参 数 区 域 面 积 很 小 的 情 况 下 ， 则 参 数 " ， ! 的 微 小 

改 变 都 可 能 使 激 光 器 的 光 强 输 出 进 入 混 沌 状 态 （ ! = 0 . 0 6 ， " = 1 . 8 2 1 ） 。 

分 析 图 1 可 以 得 出 参 数 " ， ! 变 化 时 的 混 沌 转 换 机 制 。 例 如 当 ! = 0 . 0 5 7 8 时 ， 图 2 给 出 了 参 数 " # 
［ 0 ， 2 ， 4 ］ 变 化 时 光 强 I n 的 迭 代 相 图 和 对 应 的 在 图 1 中 的 L y a p u H O V 指 数 图 。 结 合 L y a p u H O V 指 数 的 物 理 意 

义 ， 对 比 图 2 （ a ） 和 图 2 （ b ） 的 形 状 可 知 ： 差 分 方 程 （ 3 ） 的 动 力 学 特 性 和 计 算 出 的 L y a p u H O V 指 数 完 全 对 应 。 

图 2 呈 现 出 稳 态 ! 2 4 周 期 分 岔 ! 逆 分 岔 ! 稳 态 ! 混 沌 的 转 换 机 制 。 图 3 给 出 了 ! = 0 . 0 2 5 ， " # ［ 0 ， 1 . 0 ］ 

时 对 应 的 光 强 I n 的 迭 代 相 图 和 L y a p u H O V 指 数 图 。 图 4 给 出 了 ! = 0 . 9 9 ， " # ［ 0 ， 1 2 . 0 ］ 时 对 应 的 光 强 I n 
的 迭 代 相 图 和 L y a p u H O V 指 数 图 ， 呈 现 出 稳 态 ! 2   周 期 分 岔 ! 混 沌 ! 逆 分 岔 ! 稳 态 ! 混 沌 的 转 换 机 制 。 

仔 细 分 析 图 1 可 知 ， 有 三 种 动 力 学 特 性 转 换 机 制 ： 稳 态 ! 2   （   = 1 ， 2 ， ⋯ ， n ） 周 期 分 岔 ! 逆 分 岔 ! 稳 态 ； 

稳 态 ! 2   周 期 分 岔 ! 混 沌 ； 稳 态 （ 不 分 岔 ） ! 混 沌 。 混 沌 中 存 在 不 少 周 期 窗 口 （ # < 0 区 域 ） 。 

此 外 ， 进 一 步 分 析 图 1 可 知 ： 对 于 确 定 的 参 数 ! ， 当 参 数 " 变 化 时 ， N F P 腔 的 动 力 学 特 性 具 有 某 种 
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图 1 
F i g . 1 I S O 1 i D e O f L y a p u D O V e X p O D e D t i a 1 i D c e X D u m D e r 

图 2 光 强 ! " 迭 代 分 布 图 及 其 对 应 的 L y a p u D O V 指 数 分 布 图 ， ! = 0 # 0 5 7 8 

F i g . 2 0 u t p u t i D t e D S i t y a D c c O r r e S p O D c a D t L y a p u D O V e X p O D e D t i a 1 i D c e X D u m D e r ， ! = 0 # 0 5 7 8 

“ 周 期 性 ” ， 这 可 能 与 式 （ 3 ） 中 的 正 弦 函 数 有 关 。 对 于 任 意 的 参 数 " ， ! ， 利 用 上 述 方 法 ， 同 样 可 以 得 到 其 对 

应 的 N F P 腔 动 力 学 特 性 。 

! 结 论 

N F P 腔 的 动 力 学 特 性 非 常 复 杂 。 本 文 计 算 的 L y a p u D O V 指 数 随 " 、 ! 变 化 的 分 布 图 ， 与 N F P 腔 动 力 学 

参 数 张 成 的 相 图 具 有 相 同 的 作 用 。 对 于 N F P 腔 存 在 的 一 维 混 沌 ， 利 用 L y a p u D O V 指 数 分 布 图 ， 可 以 分 析 

出 N F P 腔 在 各 种 参 数 下 的 动 力 学 特 性 ， 稳 态 参 数 区 域 面 积 的 大 小 和 具 有 三 种 可 能 的 混 沌 转 换 机 制 。 这 

些 结 果 对 于 N F P 腔 控 制 具 有 很 大 的 指 导 作 用 。 
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图 3 光 强 I H 迭 代 分 布 图 及 其 对 应 的 L y a p u I o 1 指 数 分 布 图 ， ! = 0 . 0 2 5 

F i g . 3 0 u t p u t i H t e H S i t y a H c c O r r e S p O H c a H t L y a p u H O V e X p O H e H t i a 1 i H c e X H u m b e r ， ! = 0 . 0 2 5 

图 4 光 强 I I 迭 代 分 布 图 及 其 对 应 的 L y a p u I o 1 指 数 分 布 图 ， ! = 0 . 9 9 

F i g . 4 0 u t p u t i H t e H S i t y a H c c O r r e S p O H c a H t L y a p u H O V e X p O H e H t i a 1 i H c e X H u m b e r ， ! = 0 . 9 9 
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