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非定常超音速流动数值计算方法比较!

刘 伟，牟 斌

（国防科技大学航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：为适用于非定常流场计算，在保证时、空二阶精度的前提下，通过引入变系数残值光顺技术，

提高了四步 Runge-kutta方法的计算效率；并针对球锥简谐振动过程，数值比较 Runge-kutta多步法和“双时

间法”的计算精度。
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A Comparison of Numerical Computational Methods for Unsteady Supersonic Flow

LIU Wei，MOU Bin
（CoIIege of Aerospace and MateriaI Engineering，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：The impIicit varied coefficient residuaI smoothing technoIogy was introduced into the four-stage Runge-kutta scheme to
increase the computationaI efficiency for unsteady supersonic fIow under keeping second order accuracy in time and space. The computa-
tionaI resuIts achieved by four-stage Runge-kutta scheme and duaI-time method were compared through numericaI simuIation unsteady
harmonic osciIIating fIow around sphere-cone.
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第四代战斗机及新型战略（术）导弹对超音速飞行、隐身及高机动性、敏捷性的追求，使得人们

对非定常流动研究日趋重视。事实上，迄今为止，流体力学家对非定常流动的认识远未像对定常流动

那样深刻，但一些初步的研究成果已使人们在航空、航天领域获得了巨大收益，如快速俯仰震荡中产

生的非定常涡升力使人们突破了对传统“失速”概念的理解，从而使大攻角机动飞行成为现实。正因

为如此，非定常流动机理研究及其巨大应用潜力的挖掘已成为 21世纪流体力学研究的重要课题。

作为流体力学三大研究手段之一的计算流体力学在过去 30 年里取得了令人瞩目的发展，特别是

TVD、ENO等高阶格式的出现，使得流场的空间分辨率大大提高，并很好地模拟了激波、漩涡等复杂

流动现象。上述格式与 ADI、LU等隐式技术结合而发展的一类高效隐式算法已成为目前 CFD 应用中

的主流算法。应指出的是，上述隐式算法的应用重点是定常流场计算，因此其时间精度往往只有一阶

（甚至不到）。在非定常流动计算中，目前常见的算法有两类，一是在时间方向采用 Jameson 的显式多

步 Runge-kutta法离散，以提高时间精度；二是为了充分利用上述高效隐式算法而发展的“双时间

法”［1，2］。前者虽然对稳定库朗数有所提高，但由于多步性，计算效率仍很低下，后者要保证时间二

阶精度以上，对“亚迭代”技术要求较高。因此，在保证时、空高阶精度的前提下，发展高效率的非

定常流动计算方法，并比较不同算法结果的差异是十分有意义的。

1 控制方程

在完全气体假定下，采用 N-S方程做为出发方程，其一般坐标系下方程形式为
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式中：#! 为求解矢量，#"、##、#$ 为无粘通矢量，#"$、#"$、#$$ 为粘性通矢量。
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! 数值离散方法

本文考虑球锥外形的非定常简谐振动过程，涉及定常、非定常流场计算。

!"# 定常流场计算

对定常流场，采用计算效率较高的经对角化处理的隐式 NND格式，该格式在空间上除个别点外，

具有二阶精度。格式具体离散形式见文献［3］，ADI形式如下

（ I +!I  !!A）!"U# = R -1
A RHS

（ I +!I  !!B）!"U## = R -1
B RA!"U#

（ I +!I  !!C）!U### = R -1
C RB!"U##

!"U = RC!"U###

"UI +1 ="UI +!"U

（2）

!"! 非定常流场计算

为提高非定常流场时间计算精度，目前有两类主要算法，一是在时间方向采用显式多步 Runge-
kutta法离散；二是在充分利用 ADI、LU分解等高效隐式算法基础上而发展的“双时间法”。为提高多

步 Runge-kutta法计算效率，本文引入 Jameson提出，并经 Jorgenson和 Chima 改进的隐式变系数残值光

顺技术［4］，在四步 Runge-kutta格式每步后对残值进行光顺处理。“双时间法”由于虚拟时间项的具体

差分形式不同而不同，本文选取文献中较为常见的一种方法做为比较［1，2］。

2.2.1 不含残值光顺技术的四步 Runge-kutta方法（Rk4）
经典的时间二阶的四步 Runge-kutta格式形式如下
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式中，!I 为时间步长，（ 1， 2， 3， 4）=（ 1
4 ，

1
3 ，

1
2 ，1），RHS（ i）为式（1）的空间差分，采用 NND格式

离散。NND型的四步 Runge-kutta格式时、空均具有二阶精度。

2.2.2 含残值光顺技术的四步 Runge-kutta方法（Rk4S）
显式四步 Runge-kutta格式的时间步长受稳定库朗数的限制，因此要提高非定常流场的计算效率，

应对格式进行一定的处理。本文采用隐式变系数残值光顺方法［4］。在 Runge-kutta 格式每推进一步后

对残值进行光顺处理
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!"U（ i）
 为每推进一步后的残值，!"U（ i）#

 为光顺后的残值。 为光顺参数，由当地库朗数决定

 （ i， ，k）= max 0，1
4
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CFL#为受原格式稳定性限制的库朗数，CFLi， ，k 为当地计算库朗数。和常系数光顺相比，在远离物

面处，由于网格间距大，当地库朗数 CFLi， ，k 远远小于CFL#，因此 为零，这样选取光顺参数避免了远

2 国 防 科 技 大 学 学 报 2001年第 1期



离物面处的物理信息的损失。Jorgenson证明残值光顺对流场的影响为 0（E!x3）量级［4］，因此，只要E不

是太大，隐式残值光顺对流场的空间精度没有影响，并且由于残值光顺是在空间上进行，对时间精度

也没有影响。

2.2.3 非定常流动计算的“双时间法（DuaI-time）”
为提高非定常流场计算效率，20世纪 90年代中期国外在 ADI、LU分解等定常流场高效隐式算法

基础上通过引入“亚迭代”技术，发展了一种所谓“双时间法（DuaI-time）”的非定常流动计算方法。

作为不同算法的比较，本文选取应用中较为常见的一种“双时间”处理方法，假定 L 代表式（2）中

ADI算法的左端算子，则有

L（!!Uy+1）= -!t 3
!Uy - 4!Un +!Un-1
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L（!!Uy+1）" 0， 则!Un+1 =!Un +!!Uy+1 （6）

式中无粘通量采用 NND格式离散，粘性通量采用中心差分离散。!tR 代表真实时间步长，!t 代表

某一“冻结时刻（真实）”时的“亚迭代”时间步长，!Un、!Un-1分别表示第 n、n-1真实时刻的守恒矢量，上标

“y”代表亚迭代计算值。显然，如果（6）式亚迭代收敛，即 Iim
y" 

L（!!Uy+1）趋于零，算法在 n + 1时刻时、空

均为二阶精度。

!"# 初边值条件

定常流场和动态流场计算时，壁面均提无滑移边界条件 V = Vwall 和等温壁条件T = Twall。外边界按

流动分为入流条件和出流条件，入口赋超音速来流值，出口流动参数由零梯度条件外推。对稳定流场，近

壁压强梯度 #p
#( )n wall

= 0。对动态流场，压力边界条件采用法向动量方程。由于俯仰振动时流场左右对

称，采用对称条件处理对称面。初值条件提法，对定常流场，物理量按线性分布赋值。动态流场以定常流

场收敛解为初场。

# 计算结果及分析

计算外形为球锥体，底部直径 iB = 50mm，头部半径 Rn = 10mm，半锥角G = 10 。球锥绕质心做简

谐振动时的方程为

O =G =Oa -OmcosIt （7）

图 1 最大密度残值下降曲线

Fig.1 Curve of maximum density
residue change

式中：O为瞬时攻角，G为俯仰角，Oa 为平均攻角，Om 为振动幅度，I
为减缩频率，初始攻角O0 =Oa -Om。简谐振动时，物面位置随时间变

化，本文采用代数方法生成网格以减少动网格的生成时间，网格数为

37 X 19 X 35（流向 X 周向 X 法向）。

来流条件为 M = 6.85，O0 = 10 ，ReN = 2.9 X 105，T = 67.0K；
壁温 Tw = 300K。球锥体最大振幅Om = 1 ，减缩频率 I = 1.0，流态为

层流。

图 1为定常流场计算时，含残值光顺技术（RK4S）和不含残值

光顺技术（RK4）的四步 Runge-Kutta法的最大密度残值下降曲线比

较。由于残值光顺过程可分解为三对角标量追赶完成，计算量只增

加了 15%，而 CFLmax 却提高了 10倍以上。因此光顺技术大大提高

了非定常流场的计算效率。此外，残值光顺技术还保留了显式格式

的简明性，有利于复杂边界条件的处理。

图 2为含残值光顺技术（RK4S）和不含残值光顺技术（RK4）
的四步 Runge-Kutta法及“双时间法（DuaI-time）”计算非定常俯仰

力矩随瞬时攻角变化曲线；图 3为三种方法计算所得非定常力矩随时间变化曲线。从图中可见，含光

顺技术的龙格 - 库塔法与原始的四步龙格 - 库塔法结果相当吻合。由于不含残值光顺技术的四步
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Runge-kutta法的时、空二阶精度是准确的，故从数值上验证了残值光顺技术对原格式的二阶精度没有

影响。“双时间法”计算结果与龙格 - 库塔法则有所区别，这是由于双时间法的时间二阶精度是在

“亚迭代”等于零时才准确成立的，而数值计算只能在一定精度下近似成立，存在一定的误差积累。

因此，选择“双时间法”进行非定常计算时，“亚迭代”的收敛性是十分重要的，其对时间精度有明

显影响。另外，非定常流动存在时间历史效应，“亚迭代”过程是否会损失非定常的“历史”信息，

笔者认为亦是需要考虑的问题。

图 2 !" 随攻角变化曲线 图 3 !" 随时间历程变化曲线

Fig.2 Curve of !" vs attack angie Fig.3 Curve of !" vs time

! 结论

（1）引入变系数残值光顺技术的四阶 Runge-kutta格式，在保证时、空二阶精度基础下，有效地提

高了非定常计算效率。

（2）“双时间法”中的“亚迭代”收敛过程对时间精度有明显影响，应用中须认真考虑。
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