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并行系统可扩性分析研究!
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摘 要：分析了几种已有的可扩性分析模型，并对传统的时间受限与存储受限加速比定律作了新的解释。

在此基础上，概括出了可扩性分析的本质，定义了一类一般意义下同构机器与并行算法组成的并行系统的可

扩性模型，并由此出发，提出了三种新的可扩性模型：等平均 I / O需求模型，等平均通信需求模型和等利用率

模型。最后探讨了工作站机群与并行算法组成的并行系统的可扩性分析。
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Abstract：SeveraI existed modeIs for scaIabiIity anaIysis are introduced. The time-constraint and memory-constraint speedup Iaws
are anaIyzed from a new viewpoint . Based on these modeIs，we extract the essentiaI of this metric and give a generaIized definition for it
when the paraIIeI system is composed of a paraIIeI aIgorithm and an isomorphic architecture. From this definition，present three other
modeIs for scaIabiIity anaIysis：eguaI-average-I / O-reguirements modeI，eguaI-average-communication-reguirements modeI and eguaI-uti-
Iization modeI . FinaIIy，We discuss the extension of these modeIs to cIuster of workstation systems.
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可扩性描述能用增加的处理器来计算更大问题的能力，同时也能描述增大了规模的问题对增加的

处理机资源的利用程度。可扩性是并行机和并行算法的组合体即并行系统的一个度量参数，离开机器

来谈并行算法的可扩性或者离开算法来讨论并行机的可扩性的作法都不太妥当。

可扩性分析很重要，算法设计者能用其分析算法，及选最优并行算法以充分利用增加的处理器。

同时可用其估计取得最佳加速比或其它性能参数，如 TP 与 P（TP）r 等［1］的最佳处理器数。并行机的制

造者可用其研究硬件技术对性能的影响。此外，可扩性在性能评价和预测中具有重要作用。

1 同构系统可扩性分析回顾与分析

此处同构系统是指由并行算法与同构的并行机（如 MPP）组成的系统。1967 年，AmdahI 提出了固定

问题规模的 AmdahI定律［2］，该定律说明串行部分比例越小，就能用更多机器有效求解，故可扩性越好，

但问题规模不一定不变。1988 年 Gustafson 提出了时间受限的 Gustafson 定律［2，3］。如保持运行时间不

变，则增加机器规模时，问题规模增长的程度可作为可扩性的度量，但该模型主要衡量的是执行时间。

Gustafson还考虑了存储受限模型［3］，该模型考虑机器规模增长时，让问题规模在保持平均存储需求不变

的条件下增长。问题规模增加幅度越大，可认为可扩性越好，但衡量的主要是存储资源的利用率。

1987年 Kumar与 Rao提出了等效率模型［4］，该模型考虑当机器规模 P 增加时，让问题规模 W 在使

并行效率 E 不变的条件下增长。如 W 与 P 在增长时满足函数关系 W = f（P），则称 f 是等效率函数且

该并行系统可扩，可扩性为：
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Scaie（E，P，P'）=（P'W）/（PW'）= P'f（P）/（Pf（P'））
Yong，Xiaodong与 Oian认为用平均负载增长来描述可扩性很难作实际分析，从而引入平均延迟来度量

可扩性［5］。当问题规模 W 和机器台数 P 都给定时，定义系统的平均延迟为：

L（W，P）= !
P

i = 1
（Tpara - Ti + Li）/ P

其中 Tpara是并行执行时间，Ti 是处理机 i 上的执行时间，Li 是 Ti 中的额外开销时间，Tpara、Ti 和 Li 都可

测出，从而计算 LE（W，P）时很方便。设用 P 台处理机算规模为W 的问题时并行效率为 E，平均时间延

迟为 LE（W，P）。设处理机数增加到 P'时，保持 E 不变，要将问题规模增加到 W'，记此时平均延迟为

LE（W'，P'），则可扩性定义为：

Scaie（E，P，P'）= LE（W，P）/ LE（W'，P'）

与等效率模型类似的是由 Xian-he于 1996提出的等速度模型［6］。该模型认为如果问题规模 W 与

机器规模 P 同时增长时存在一定关系（表现在定理 2 中［6］），使得平均速度不变，则称该并行系统可扩。

平均速度是指算法取得的执行速度与处理机数的比值。设在等平均速度 V 条件下，处理机数和问题规

模分别增大到 P'与W'，则该系统的可扩性定义为：

Scaie（V，P，P'）=（P'W）/（PW'）
等效率模型和等速度模型分别建立在效率和速度参数上，衡量的分别是效率和速度。

1989年 Zorbas 等人提出用开销函数度量并行系统的可扩性［4］。设问题规模为 W 时，只能串行执

行的部分的运行时间为 Tseg（W），可并行执行的部分的串行执行时间为 Tpara（W），则在含 P 台处理机的

机器上执行时，理想时间为 T'（P，W）= Tseg（W）+ Tpara（W）/ P，设实际时间为 T（P，W）。如果对所有

P 都有 T（P，W）< = T'（P，W）0（P，W），则称满足上式的最小 0（P，W）为该系统的开销函数。如果

当 P 增加时，只要 W 按 P 的一定函数关系增长，就能保持 0（P，W）始终为常数不变，则可认为该系统

可扩。如果 0（P，W）随 P 增长，则 0（P，W）决定了系统的不可扩程度。

1996年，吴幸福等人提出了等平均开销函数模型。设计算规模为 W 的问题时，在 P 台处理机上的

时间为 TP，而在单机上的时间为 T1，则并行开销为 T0（P，W）= PTP - T1，定义系统的平均开销为：

TP
0（P，W）= T0（P，W）/ P = TP（1 - EP）

如果当 P 增加，W 以 P 的函数形式W = f（P）增长时，恰保持系统的平均开销恒定，则可称 f 是等

平均开销函数，且系统可扩。 f 的变化率越大，说明要维持等平均开销所要增加的问题规模越大，从而

可扩性越好。开销函数模型和等平均开销函数模型都建立在开销函数基础上，主要描述系统开销随机

器规模的变化状况。

Kumar与 Gupta于 1994年提出了性能 /价格模型［4］。在给定开销下，为达到某个性能指标时处理机

的变化与问题规模的变化之间的关系可作为可扩性度量。事实上，可以同时增大机器数和问题规模，使

系统取得的性能 /价格不变，这时就可以把平均每台处理机上的负载增长率作为可扩性的定义。这个模

型反映了为解决某类问题，购买什么样的机器最划算。

! 对时间受限与存储受限模型的另一种解释

对时间受限模型，设 W = Wseg + Wpara，则 T = Wseg + Wpara / P + T0（P，W）。同样设 W' = W' seg +
W'para，则 T' = W' seg + W'para / P' + T0（P'，W'）。设 Wseg = W' seg，则 T = T' 时，有：

T0（P，W）+ Wpara / P = T0（P'，W'）+ W'para / P'
问题规模很大时，可认为 W 近似等于Wpara，W' 近似等于W'para，从而：

T0（P，W）+ W / P = T0（P'，W'）+ W' / P' （1）

一般 T0（P，W）< T0（P'，W'），从而 W / P > W' / P'。如果存在函数 f 使得当问题规模以W 增长时，处理

机数 P 以 f（W）增长恰并行执行时间不变，则称该机器对算法可扩，且可扩性为：

Scaie（T，W，W'）=（W'P）/（P'W）=（Pf（P'））/（P'f（P）） （2）
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上式说明 f 变化率越大，为保持执行时间不变，所要增加的处理器数越多，所以 f 反映了可扩程度，

称为等执行时间函数。另外由式（l）知：

Scaie（T，W，W'）= l -（T0（P'，W'）- T0（P，W））P / W （3）
上式说明如果随问题规模的增加，在保持执行时间恒定条件下增加系统规模时开销增长越快，可扩

性越差。同时问题规模增加时，因为通信等开销的影响，为了在给定时间内求解，必须使机器的增长率

大于问题的增长率才能保持执行时间不变。该可扩性的好坏反映了额外开销的影响。

对存储受限模型，设 M，M' 分别是问题规模为W，W' 时内存消耗量，当机器规模从 P 增到 P' 时，

如果存在函数 f，问题规模 W 以 f（P）增长时，平均内存消耗量 m 恒等，即 M / P = M' / P' = m，则称算法

对机器可扩，且可扩性定义为

Scaie（m，P，P'）=（WP'）/（PW'）=（P'f（P））/（Pf（P'））
可以看出 f 的变化率越大，为了保持平均内存消耗量不变，计算的问题要求越大，所以 f 反映了可扩性

程度，称为等平均内存消耗函数。该模型衡量了问题求解时对内存资源的利用潜力。如果可扩性差，说

明机器设计不合理，大量的内存将被浪费，所以应该把重点放在通信带宽与处理器速度等方面，而不应

在本来利用潜力低的情况下再去增加存储量。

3 可扩性的一般定义与三种新模型

如果要主要衡量某个参数（非 P 非W），可在保持该参数不变的条件下，同时增大 P 和 W，如果 W
的增长率大于 P 的增长率，并且在增长时满足关系 W = f（P），则应该用

Scaie（P，P'）=（P'W）/（PW'）=（P'f（P））/（Pf（P'）） （4）
衡量并行系统的可扩性，实际反映了算法对机器规模的适应程度。

如 P 和W 的增长满足 P = g（W）且 P 的增长率大于W 的增长率，应该用

Scaie（W，W'）=（PW'）/（P'W）=（W'g（W））/（Wg（W'）） （5）
衡量并行系统的可扩性，实际反映了机器对问题规模的适应程度。

据衡量参数不同，可把可扩性模型分为两类，即性能分析型和资源分析型。等效率、等速度、等运行

时间和等平均开销函数等模型属性能分析型，这类模型最能反映系统的实际性能指标的变化规律。内

存受限模型等属于资源分析型，这类模型反映了对资源的利用潜力，资源是否会成为性能瓶颈及程度。

对后一类模型，如可扩性差，就应在机器设计时，把这些因素放在次要位置，而把重点放在其它方面。

由此可知，可扩性模型本身并无优劣之分，应看要衡量什么参数。如要衡量并行效率，等效率模型

会最好。但如要衡量存储利用率，用等效率模型将不如用存储受限模型。当然，系统性能的总体提高也

将在一定程度上取决于待求解问题对资源的需求以及系统所能提供的资源水平之间的关系，从而资源

分析模型也将从侧面反映系统性能的变化规律。

3 .1 等平均 I / 0需求模型

如果要并行处理的问题的 I / O频繁，应该衡量算法中的 I / O需求与机器具体 I / O能力的匹配程度。

一般要保持平均 I / O能力不变（设每台机器均有 I / O能力），问题规模变化率会大于机器规模的变化率。

如果机器规模 P 增长时，存在函数 f，问题规模 W 以 f（P）增长恰保持平均 I / O需求不变，则称该并行系

统可扩，可扩性由（4）式给出。 f 变化率越大，可扩性越差，f 可作为可扩性的度量，称 f 是等平均 I / O 函

数。 f 变化率越大，说明问题求解时 I / O的利用潜力越低，同时也说明性能受 I / O的影响越小。

3 .2 等系统利用率模型

当在机器上求解单一问题时，重点考虑的性能指标是加速比等，但有多个用户程序要求增加处理机

以求解更大规模问题时，一种分配方案是尽量把空闲处理器分配给利用率高的程序［2］，此时等系统利用

率模型十分重要。

设机器数从 P 增到 P' 时，存在函数 f，问题规模 W 以 f（P）增长恰保持利用率 U 不变，则称 f 是等

利用率函数，该并行系统可扩，可扩性由（4）式给出。

该模型反映了算法对系统资源的综合利用潜力，f 变化率越小，表明算法对系统资源的综合利用潜
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力大，所以当有多个用户程序同时要求使用空闲处理器时，可优先把其分给用该模型估计到的具有最好

可扩性的程序。

3 .3 等平均通信需求模型

对基于消息传递的系统，通信问题至关重要，故应考虑算法对通信的需求与机器能提供的通信能力

之间的匹配程度。

设机器规模从 P 增到 P' 时，存在函数 f，问题规模 W 以 f（P）增大恰保持平均通信需求不变，则称

f 是等平均通信需求函数，该并行系统可扩，且可扩性由（4）式给出。

该模型反映了算法对机器提供的通信能力的利用潜力，同时反映了机器的通信能力对算法性能的

潜在影响。 f 的变化率越小，说明对机器提供的通信能力的利用潜力越大，同时说明问题中的通信需求

增长迅速，系统额外开销增长很快，此时并行效率必然受到很大限制。

4 并行系统可扩性模型在 COW上的探讨

前述可扩性模型以同构机器为基础，但 COW中任一工作站的计算能力和通信能力均可能不同，故

用平均负载的变化率不便于分析 COW系统。

对 COW系统，可用计算能力需求与具体计算能力的比值的变化率来刻划其可扩性。COW系统的

计算能力可用各工作站的计算能力之和来评估，如此就可把同构系统的可扩性模型推广到 COW系统。

对于一个开放的 COW系统，有许多工作站相互连接，运行于其上的应用程序也很多，此时衡量系统性能

的最恰当指标是利用率，可把同构系统的等利用率模型推广以分析 COW系统。

设问题规模为 W，机器计算能力为 C（如 MFLOPS等）。如机器计算能力 C 增加时，存在函数 f，W
以 f（C）增长恰保持系统利用率不变，则称 f 是等利用率函数，该系统可扩，且可扩性为：

Scaie（C，C'）=（C'W）/（CW'）=（C'f（C））/（Cf（C'））
设用 P 台处理机计算时，第 i = 1，2，⋯，P 台机器的计算能力为 Ci，程序执行时间为 T，在 T 内，第

i 台处理机上的有用操作的时间为 Ti（非等待时间），则系统利用率可定义为：

U =（!
P

i = 1
CiTi）/（T!

P

i = 1
Ci）=（!

P

i = 1
CiTi）/（CT）

其它模型也可类似扩展，COW系统可扩性的深入分析以后将继续研究。

5 小结

本文介绍了几种现有可扩性分析模型，并对传统的时间受限与存储受限加速比定律作了另一解释。

在分析这些模型基础上，定义了一般意义下同构机器与并行算法组成的并行系统可扩性分析的一类抽

象模型，形成了可扩性分析的一般方法，并由此，提出三种新的可扩性模型：等平均 I / O需求模型，等平

均通信需求模型和等利用率模型。最后探讨了工作站机群与并行算法组成的并行系统可扩性分析。
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