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关于分形插值函数的积分!

屈田兴

（国防科技大学理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：用反例说明在［1，2］中关于分形插值函数的积分公式是错误的，并建立了关于分形插值函数积分

的正确公式。
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On the Integrals of Fractal Interpolating Functions
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Abstract：A cOunter exampie is giving tO shOw that the integrai fOrmuia Of fractai interpOiating functiOns in［1］［2］is faise. Further-
mOre，the cOrrect fOrmuia is estabiished.
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在实际中，我们常会遇到这种情形：已知某有限区间［a，6］上的函数 F 的存在性，而不知 F 的具体

表达式。为此，常对 F 的图像 G（F）= ｛（x，F（x）） x "［a，6］｝或其轨迹进行间隔采样，即设

a = x0 < x1 < ⋯ < xI = 6
得采样数据集

｛（xi，Fi） i = 0，1，⋯，I｝ （1）
当 F 是光滑曲线，且采集间隔适当小时，用经典的插值方法所得的插值函数 f（即 f" C［a，6］，且

满足插值条件 f（xi）= Fi，i = 0，1，⋯，I）常常能较好地拟合（或逼近）F。然而当 F 是一条分形曲线或

分形集的边界形成的曲线时，由于其不规则性，经典的插值函数难以较好地拟合 F 。为此，Barmsiey［3，4］

提出了如下的分形插值方法：

对数据集（1），取迭代函数系｛R2；S1，⋯，SI｝，其中每个 Si：R2# R2 均是仿射变换，形如

Si ( )xy =
ai 0
ci i( )

i
( )xy +

ei
f( )
i

（2）

且满足

Si
x0
F( )
0

=
xi-1
Fi-

( )
1

Si
xI
F( )
I

=
xi
F( )
i

（3）

在（3）式中，每个 Si 的 5个参数 ai，ci，ii，ei，fi 中存在一个自由参数，一般取 ii 为自由参数，称之为

垂直尺度因子。一般限定

0$ ii < 1， i = 1，2，⋯，I （4）
任意取定 i1，⋯，iI 满足（4）式，则由（2）式解得

ai =
xi - xi-1
xI - x0
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ci =
Fi - Fi-l
xI - xO

- ii
FI - FO
xI - xO

ei =
xIxi-l - xO xi

xI - xO

fi =
xIFi-l - xOFi

xI - xO
- ii

xIFO - xOFI
xI - xO

（5）

注意在 ai，ci，ei，fi 中仅 ci，fi 与 ii 的取法有关，而 ai，ei 与 ii 的取法无关。

定理 l 当 I > l 时，对上述迭代函数系｛R2；Sl，S2，⋯，SI｝，存在 R2 上与欧氏距离!等价的距离

!'，使｛R2，Sl，S2，⋯，SI｝是（R2，!'）中的双曲迭代函数系，从而存在 R2 中唯一的紧集 G 使

G =U
I

i = l
Si（G）

即 G 是双曲迭代函数系｛R2；Sl，S2，⋯，SI｝的不变集。

定理 2 定理 l中的 G 必是某个插值于数据集（l）的连续函数 f：［xO，xI］、 R 的图像，即 G = G（ f）
（称这样的 f 为数据集（l）的分形插值函数）。

定理 l与定理 2的详细证明见文献［l，2］。为本文主要结果证明的需要，下面给出定理 2 的证明概

要。

设

! = ｛g g 6 C［ xO，xI］
，g（xO）= FO，g（xI）= FI｝

易见 !是 C［ xO，xI］
的完备子空间。

令 T：!、 !为

（Tg）（ x） = cil -li（x）+ iig（ l -li（x））+ fi， x 6［xi-l，xi］，i = l，2，⋯，I （6）

其中 li：［xO，xI］、［xi-l，xi］定义为 li（x）= aix + ei ，它是可逆的线性变换。

易证，对 g 6 !，Tg 是满足插值条件的连续函数，且 T：!、 !是压缩映射。于是由压缩映射原理

知，存在唯一的 f 6 !，使 Tf = f，即 f 是插值于数据集（l）的连续的插值函数，且 G（ f）是｛R2；Sl，S2，
⋯，SI｝的不变集。再由定理 l中不变集 G 的唯一性得 G = G（ f）.

说明 当取 il = i2 = ⋯ = iI = O时，定理 2中的 f 恰为经典的分段线性插值函数，记之为 fO ，相

应于 fO 的诸 Si 的参数记为 ai，cOi，ei，f O
i。

对于定理 2中的 f ，我们常常要计算积分 I =J
xI

xO
f（x）dx . 但在文献［l，2］中给出的公式

I = "
l -#

（7）

其中# = Z
I

i = l
aiii，" =J

xI

xO
fO（x）dx，是错误的。试看下述反例。

例 l 设 f（x）= l + 2x - x2，x6［O，2］，则 f 是数据集｛（O，l），（l，2），（2，l）｝的连续插值函数。取

il = i2 = l
4 ，则由（2）、（3）式得
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l
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l
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Sl
x
f（x( )） =

l
2 x

f（ l
2 x











）

S2
x
f（x( )） =

l + l
2 x

f（l + l
2 x











）

于是当 x 在［0，2］上变化时，Sl
x
f（x( )） 产生了 G（ f）位于［0，l］上的部分，而 S2

x
f（x( )） 产生了 G（ f）

位于［l，2］上的部分，从而

G（ f）= Sl（G（ f））! S2（G（ f））
由于 G（ f）是 R2 中的紧集，故 G（ f）是｛R2；Sl，S2｝的不变集，因此 f 恰为所给数据集的分形插值

函数。

! = l
2 ·

l
4 + l

2 ·
l
4 = l

4 ，" ="
2

0
f0（x）dx = 3

由（7）式得

"
2

0
f（x）dx = 4

显然，这与 Riemann积分值"
2

0
f（x）dx ="

2

0
（l + 2x - x2）dx = l0

3 不一致，因而公式（7）是不正确的。

下面我们将给出本文的主要结果———关于分形插值函数积分的正确公式。

定理 ! 设 f 是由｛R2；Sl，S2，⋯，Sn｝得到的插值于数据集（l）的分形插值函数，则

"
xn

x0
f（x）dx = "

l -!
（8）

其中! = #
n

i = l
aiii，" ="

xn

x0
f0（x）dx - !2（Fn + F0）（xn - x0）。

证明 由定理 2的证明知

"
xn

x0
f（x）dx ="

xn

x0
（Tf）（ I）d I

= #
n

i = l"
xi

xi-l
（Tf）（ I）d I

=#
n

i = l"
xi

xi-l
｛cil -li（ I）+ ii f（ l -li（ I））+ fi｝d I

=#
n

i = l"
xn

x0
ai（ cix + ii f（x）+ fi）dx

=#
n

i = l
aiii"

xn

x0
f（x）dx +#

n

i = l"
xn

x0
ai（ cix + fi）dx （9）

记! = #
n

i = l
aiii，" = #

n

i = l"
xn

x0
ai（ cix + fi）dx，则

0$! = #
n

i = l
aiii < #

n

i = l
ai = l

于是由（9）式得

"
xn

x0
f（x）dx = "

l -!

"的计算如下：
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由（5）式得

ci = c0i - ii
FI - F0
xI - x0

， fi = f 0
i- ii

xIF0 - x0FI
xI - x0

，i = l，2，⋯，I

类似于（9）式的推导并注意 il = ⋯ = iI = 0得

!
xI

x0
f0（x）cx = "

I

i = l!
xI

x0
ai（ c0ix + f0i）cx

所以

! ="
I

i = l!
xI

x0
ai［（ c0i - ii

FI - F0
xI - x0

）x + f 0
i- ii

xIF0 - x0FI
xI - x0

］cx

=!
xI

x0
f0（x）cx -"

I

i = l

aiii
xI - x0

［
l
2（FI - F0）（x2I - x20）+（xIF0 - x0FI）（xI - x0）］

=!
xI

x0
f0（x）cx - "2（FI + F0）（xI - x0）

故（8）式成立。

例 ! 用公式（8）计算例 l中分形插值函数 f（x）的积分!
2

0
f（x）cx。

解 " = l
4

! =!
2

0
f0（x）cx - "2（F2 + F0）（x2 - x0）= 5

2
由（8）式得

!
2

0
f（x）cx = !

l -" = l0
3

说明 " 上述积分值与按积分法求得的!
2

0
f（x）cx 的值是一致的。

说明 ! 在文献［l，2］中积分公式!
xI

x0
xf（x）cx 也是错误的，用与上述类似的方法可得出!

xI

x0
xf（x）cx

的正确的计算公式，这里不再赘述。
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