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微分算子插值样条解析性质的一种新证法!

张新建1，童 丽1，唐善桂2

（1. 国防科技大学理学院，湖南 长沙 410073；2. 边防广州指挥学校，广东 广州 510660）

摘 要：讨论带线性泛函约束的微分算子插值样条，在空间 Wm
2 中给出了由约束泛函和微分算子构造

再生核的普遍方法，利用微分算子及其共轭微分算子零空间基底之间的关系得到了微分算子插值样条解析

性质新的推导方法。
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A New Proving Method of the Continuous Properties of
Interpolating Splines of Differential Operators
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（1.CoIIege of Science，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China；

2.Guangzhou Frontier Guarding Command SchooI，Guangzhou 510660，China）

Abstract：The interpoIating spIines of differentiaI operators with constrained functionaIs are discussed. A generaI method for con-
structing the reproducing kerneI is presented，this reproducing kerneI is determined by the constrained functionaIs and differentiaI opera-
tors. The structuaI and continuous properties of the spIines are derived by new methods，which dependent on the reIations between the
bases for the nuII spaces of the differentiaI operators and their adjoint operators.
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由一般线性微分算子确定的样条，亦称为广义样条，对样条理论和应用的发展有着重要意义。设

L 为线性微分算子，L"为 L 的共轭算子，广义样条通常定义为按一定光滑性要求连接起来的函数类，

这些函数类为方程 L" Lf（ t） = 0的解，然后再开展对其内在极值性质的研究。另一方面，可将微分

算子插值样条定义为满足约束条件的泛函极小问题的解，即按带约束的变分原理讨论广义样条。后一

方法在理论上可更深刻揭示广义插值样条的本质属性，处理方法上更加简练，而且可更好地将算子插

值样条用于最优控制［1］、概率统计［2］等方面。

由带约束的泛函极小问题定义样条后，必须在此基础上推导出插值样条所具有的连续性质（解析

性质），算子插值样条在这方面的研究尚不够充分。文［3］从带约束的变分原理出发推导了三次插值

样条的解析性质，这些结果被本文第一作者推广到一般微分算子样条［4］。

本文提供了另一种全新的方法讨论微分算子插值样条的解析性质。给出了再生核构造的普遍方

法，并利用再生核给出了算子插值样条的投影描述，这是文［5］中定理 1、定理 3 的推广。本文的

理论与方法试图为 Wm
2 空间中样条插值算子与最佳逼近算子的一致性［6］、线性泛函的最佳逼近及高阶

线性微分方程多点边值问题的近似解等一系列问题的研究提供新的基础。

1 再生核构造

设 L 为 I 阶线性微分算子

L = Dm + am -1（ t）Dm +1 + ⋯ + a1（ t）D + a0（ t） t #［a，6］ （1）
其中 a （ t）#Cm -  ［a，6］（0$  $m - 1）。设函数空间 Wm

2 ［ a， 6］ = ｛f（ t）， t#［ a， 6］：
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f（m -l）（ t）绝对连续，J6
a［ f（m）（ t）］2c t <  ｝， W0

2［ a， 6］ = ｛f（ t）， tG［ a， 6］：J
6

a
f2（ t）c t <

 ｝。L 的零空间 N（L）是 Wm
2 的 m 维子空 间，再设  （l   I，I m）是 Wm

2 上 I 个线性无关

的线性泛函，且设其中有 m 个（不妨设为前 m 个）在 N（L）上线性无关。

设 xl（ t），⋯，xm（ t）是 N（L）的任意一组基，以（ ixl，⋯， ixm）（l i m）为第 i 行组

成 m 阶 方 阵 P， 则 P 是 可 逆 的。 令 （ l（ t），⋯， m（ t）） = （xl（ t），⋯，xm（ t））P -l， 则

 i（ t）（l i  m）是 N（L）的与 i（l i  m）对偶的基底，即

L  = 0，  i  = i ， l i，  m （2）
将 l（ t），⋯， m（ t）的 Wronskian矩阵记为 W（ t），W - l（ t）的最后一列记为（  l （ t），⋯，

  m （ t））T（上标 T表示转置），则

 
m

 = l
 
（ i）

 （ t）   （ t）= i，m -l， 0 i  m - l （3）

引理 l［6］ 设 L 为 L 的伴随算子，则 L   i（ t）= 0，l i  m。

令

g（ t， ）=  
m

i = l
 i（ t）  i（ ）（ t - ）0+ （4）

其中（ t - ）0+ = l（ t  ），（ t - ）0+ = 0（ t < ），则从（3）式出发，通过逐次求导递推地得到

g（ i， ）（ t，t）=（- l）  i +  ，m -l，0 i +   m - l （5）

g（m -l，0）（ t + 0，t）- g（m -l，0）（ t - 0，t）= l - 0 = l （6）

其中 g（ i， ）（ t， ）表示 
i +  g（ t， ）
 ti   。令

G（ t， ）= g（ t， ）- 
m

i = l
 i（ t）［ ig（·， ）］ （7）

则由（5），（6），（7）式知

LG（·， ）= （·- ）， iG（·， ）= 0，l i  m （8）
即 G（ t， ）是微分算子 L 的满足 iG（·， ） = 0（l i m）的 Green函数［7］。

根据（8）式知，对每个 fGWm
2［a，6］，有唯一分解式

f（ t）=  
m

i = l
（ i f） i（ t）+J

6

a
G（ t， ）［Lf（ ）］c （9）

因而在 Wm
2 中规定内积与范数

< f，g > =  
m

i = l
（ i f）（ ig）+J

6

a
［Lf（ t）］［Lg（ t）］c t （l0）

 f 2 =  
m

i = l
（ i f）2 +J

6

a
［Lf（ t）］2c t （ll）

可以证明 Wm
2 关于内积（l0）成为 Hilbert空间。

定理 l Hilbert空间 Wm
2［a，6］具有再生核

K（ t， ）=  
m

i = l
 i（ t） i（ ）+J

6

a
G（ t， ）G（ ， ）c （l2）

证明 由（8）式知

LK（·， ）= G（ ，·）， iK（·， ）= i（ ），l i  m （l3）
于是对每个 G［a，6］，由（9）式知 K（·， ）GWm

2，且由（l0）式，有

< f（·），K（·， ）> =  
m

i = l
（ i f） i（ ）+J

6

a
G（ ，t）［Lf（ t）］c t = f（ ） （l4）

此即证得 K（ t， ）是 Hilbert空间 Wm
2 的再生核，证毕。
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! 微分算子插值样条的投影性质

设 r （1S  SI）是 I 个给定的实数，V（ r） = ｛f Wm
2［a，6］：A f = r ，1S  SI｝ .

定义 C（ t） Wm
2［a，6］称为微分算子 L 关于泛函｛A ｝

I
1 和实数｛r ｝

I
1 的算子插值样条，如果C（ t）

满足

 
6

a
［LC（ t）］2d t = min

f V（ r） 
6

a
［Lf（ t）］2d t，C V（ r） （15）

在 W0
2［a，6］中取范数 g 0 = ［ 6

a ［ g（ t）］2d t］1 /2，则（15）式就是 W0
2 中的极小范数问

题。研究算子插值样条通常都是从 W0
2 中的极小范数问题出发。我们利用范数（11），知算子插值样

条可描述成 Wm
2 中的极小范数问题，即

 C = min
f V（ r）

 f ，C V（ r） （16）

在 Wm
2 中，对任意的线性无关泛函组 ｛A ｝

I
1，形如（11）式的范数是等价的［8］，因而可设 ｛A ｝

I
1

关于范数（11）是连续的。设A 在 Wm
2 中的表示元为 h （1S  SI），记 HI = Span ｛h ，1S  SI｝。

定理 2 算子插值样条C（ t）是 V（ r）中任意元在 HI 上的正交投影。

证明 任取 fr V（ r），因 H I 为 Wm
2 的闭线性子空间，由投影定理，存在唯一 f̂ H I ，使得

 fr - f̂ = min
g H I

 fr - g 

且 fr - f̂ H I ，即 fr - f̂ HI . 又易知 ｛fr - g：g H I ｝ = V（ r），故 fr - f̂ 就是极小范数问题（16）
的解，也即C（ t） = fr（ t） - f̂（ t）。 证毕

由（14）、（7）式，知

hi（ t）=AiK（·，t）（1S i S I），<i（ t）= hi（ t）（1S i S m） （17）

根据定理 2，可以设

C（ t）=  
I

i = 1
cihi（ t）=  

m

i = 1
ci<i（ t）+  

I

i = m+1
ci［AiK（·，t）］ （18）

其中系数 ci（1S iSI）可由线性方程组 
I

i = 1
ci（A hi） = r （1S  SI）确定。注意到（13）式，我们有

LC（ t）=  
I

i = m+1
ci［AiG（·，t）］ （19）

将本节的结果用于文［5］的情形，则有 h （ t） = K（ t， t ），从而文［5］的定理 3是显然的。

" 微分算子插值样条的解析性质

为了得到算子插值样条通常的解析性质，我们取Ai（1S iSI）为 EHB泛函，即

Ai f =  
vi

I = 1
ciI f（ I -1）（ ti） 1S i S I （20）

其中 ciI为常数， civi 0，1SviSm . a < t1 < t2 <⋯ < tI < 6 .

引理 2 设 ｛Ai｝
m
1 为形如（20）的泛函，则

< 
（I）

i （ ti）=（- 1）I6I，m -vi
，0S I S m -vi，1S i S m （21）

证明 由（2）式，有

< i（ t）=  
m

 = 1
（Ai< ）<  （ t），1S i S m

再由（20）、（5）式，得知对 0SISm -vi，有

< 
（ I）

i （ ti）=  
m

 = 1
 
vi

l = 1
cil<

（ l -1）
 （ ti）< 

（ I）
 （ ti）
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=  
Yi

l = 1
cil 

m

 = 1
<
（ l -1）

 （ ti）<
 （ I）
 （ ti）=（- 1）I6I，m -Yi

证毕

引理 3 设 ｛Ai｝
I
1 为形如（20）的泛函，C（ t）为算子插值样条，记 U（ t） = LC（ t），则

U（ t）=  
I

i = m+1
ci 

m

 = 1
（Ai< ）<  （ t）［（ ti - t）0+ -（ t - t）0+］ （22）

证明 易知A （c）g（c， t） = 
m

i = 1
（A <i）< i （ t）（ t - t）0+ ，于是由（2）式得

A g（·，t）=<  （ t）（ t - t）0+，1   m （23）
记 i（ t） =AiG（·， t），则根据（7）、（23）式，有

 i（ t）=  
m

 = 1
（Ai< ）<  （ t）［（ ti - t）0+ -（ t - t）0+］

代入（19）式，即得（22）式 证毕

定理 3 设 ｛Ai｝
I
1 为形如（20）的泛函，C（ t）为算子插值样条，则

（i） L LC（ t） = 0，t tI，1 I I
（ii） LC（ t） = 0，t ［a， t1］ （ tI，6］
（iii） C（ t） Cm - 1［a，6］
（iv） C

（2m -YI - 1）（ tI + 0） -C
（2m -YI - 1）（ tI - 0） = 0，1 I I

证明 由引理 1和（22）式，即（i）（ii）成立。

由（9）、（19）式，得

C（ t）=  
m

i = 1
Yi<i（ t）+  

I

i = m+1
ci 

6

a
G（ t，c）［AiG（·，c）］dc

记 C（ t） =  
I

i = m + 1
ci 6

aG（ t，c）［AiG（·，c）］dc，则C
（ l）（ t）的连续性取决于 C

（ l）（ t）的连续性，利

用（7）、（23）、（3）和（19）式，可以得到

 C
（ l）（ t）=

 
I

i = m+1
ci 

m

 = 1 
t

t 
<
（ l）

 （ t）<  （c）［AiG（·，c）］dc，0 l  m - 1

 
I

i = m+1
ci 

m

 = 1 
t

t 
<
（m）

 （ t）<  （c）［AiG（·，c）］dc + LC（ t），l =









 m
（24）

即知 C（ t） Cm -1［a，6］，也即（iii）成立。且由上式和下面的证明还可知，当存在某个YI = m 时，则

C
（m）（ t）在 tI 处不连续。

往证（iv）。当 tI < t tI + 1（1 I m）时，由（22）式得

U（ t）=  
I

i = m+1
ci 

I

 = 1
（Ai< ）<  （ t）

从而根据（21）式，当 l m -YI - 1时

U（ l）（ tI + 0）- U（ l）（ tI - 0）=  
I

i = m+1
ci（Ai<I）< 

（ l）
I （ tI）= 0

当 tI < t tI + 1（m + 1 I < I）时，由（22）式得

U（ t）=  
I

i = I +1
ci 

m

 = 1
（Ai< ）<  （ t）

于是当 l m -YI - 1时，由（20）和（5）式得

U（ l）（ tI + 0）- U（ l）（ tI - 0）= - cI 
YI

i = 1
cIi 

m

 = 1
<
（ i -1）

 （ tI）< 
（ l）（ tI）= 0

综上知（iv）成立。 证毕
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令 x0 = !T" = 17，可得 O = ｛j \ c ! pj - cj > 0， j"N｝ = ｛5｝，割平面为 x5#1。
在（CP1）中增加约束 x5#1，记为（CP2），求得（CP2）'的一个最优解为 " = （1 / 2，1，1 / 2，0，

1）T，令 "# =（1，1，1，0，1）T，由 "#可以产生两个极小覆盖，取 "2 = （1，1，0，0，1）T， !T"2 =
16 . 令 x0 = 16。此时可得

O =｛j \ c ! pj - cj > 0，j " N｝=  
故 "2 为最优覆盖解，需要时间为 16。而对于原问题，最优覆盖解为（1，1，0，0，1，0，1）T，此时

所需的时间为 18 .
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