
文章编号：1001-2486（2001）01-0097-05

具有正交（g， f） - 因子分解的子图 

谢政，戴丽，王栓狮

（国防科技大学理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：设 G 是一个图，g（ x）和 f（ x）是定义在 V（G）上的整数值函数，且对任意的 x V（G），
设 g（ x） f（ x），H 是 G 的一个子图，F = ｛F1，F2，⋯，Ft｝是 G 的一个因子分解，如果对任意的 1

 i t， I E（H） E（Fi） I = 1，则称 F 与H 正交。闫桂英和潘教峰在文［3］中提出如下猜想：设 G 是

一个（mg + I，mf - I） - 图，1 I < m，其中对任意的 x V（G），0 g（ x） f（ x）是定义在 V（G）
上的整数值函数，则 G 存在一个子图 R 满足对 G 的任意一个具有 I 条边的子图 H，R 有（ g， f） - 因子分

解与 H 正交。并证明了当 g（ x） 1， f（ x） 5时成立。证明当 H 是匹配时，该猜想成立。
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Orthogonal（!， "）- Factorizations of Subgraphs

XIE Zheng，DAI Li，WANG Shuan-shi
（CoIIege of Science，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：We deaI with simpIe graphs onIy. Let G be a graph ，and g（X）and f（X）be integer - vaIued functions defined on V
（G）such that g（ x） f（ x）for everyx V（G）. Let H is a subgraph of G and F = ｛F1，F2，⋯，Ft｝is a（g， f）factor-
ization of G . If I E（H） E（Fi） I = 1，1 i t，then we say that F is orthogonaI to H . In the paper［3］，Yan Guiying and
Pan Jiaofeng gave the conjecture：Let G is an（mg + I，mf - I） - graph，1 I < m ，and g（ x）and f（ x）be integer - vaIued
functions defined on V（G）such that 0 g（ x） f（ x）for every x V（G）. Then for any subgraph H with k edges of G，there
eXists a subgraph R with a（g， f） - factorization orthogonaI to H . And it is proved that when g（ x） 1， f（ x） 5，the con-
jecture is correct in the paper［3］. It is proved that when H is a matching，the conjecture is correct .
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1 基本概念和记号

本文所考虑的图均指有限无向简单图。设 G 是一个图，分别用 V（G）和 E（G）表示图 G 的顶

点集和边集，iG（x）表示顶点 x 在G 中的度数，G 的支撑子图是指顶点集和G 相同的子图。设 g 和

f 是定义在 V（G）上的两个整数值函数且对每个 x V（G）有 g（x） f（x），则图 G 的一个（g，
f） -因子是 G 的一个支撑子图H，满足对每个 x V（G），有 g（x） iH（ x） f（ x）。特别地，

如果 G 本身是一个（g， f） -因子，则称之为（g， f） - 图。若 G 的边能划分为 t 个边互不相交的

（g， f） -因子 F1，F2，⋯Ft，则称 F = ｛F1，F2，⋯，Ft｝是 G 的一个（ g， f） - 因子分解。设

H 和 F 分别是图 G 的子图和因子分解，如果对所有的 1 i t， I E（H） E（Fi） I = 1，则称 F 和

H 正交。

设 S 与 T 是 V（G）的两个不相交的子集，用 E（ S， T）表示 G 中连接 S 及 T 的边集合，即

E（S，T） = ｛xy：x S，y T｝，且记 e（S，T） = I E（S，T） I。设 C 是 G - （ S T）的分支

且对所有的 x V（C），有 g（x） = f（x），则根据 e（T，V（C）） + f（V（C））是奇数或偶数称

C 是 G -（S T）的奇分支或偶分支，其他的分支称为中分支。用 h（S，T）表示 G -（S T）的
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奇分支的数目。记 f（S）= Z
x6S

f（x），g（T）= Z
x6T

g（x），iG（T）= Z
x6T

iG（x），特别地，f（0）= O。并记

!G（S，T）= iG- S（T）- g（T）- h（S，T）+ f（S）
其他未加说明的概念和记号见文献［l］。

! 预备引理

引理 l［2］ 设 G 是一个图，g（x）和 f（x）是定义在 V（G）上的两个整数值函数，且对任意

的 x6V（G）有 g（x）＄ f（ x），则对任意的边 e，G 存在一个（ g， f） - 因子含 e 当且仅当对

V（G）的任意不交的子集 S 和 T，有!G（S，T）3"（S，T），其中：

（!）如果 e = zw，z， w6S，则"（S，T） = 2；
（"）如果存在 G -（SUT）的一个中分支 C 满足 e6E（S，V（C）），则"（S，T） = l；
（#）否则，"（S，T） = O。
下面总假设 G 是一个（mg + I，mf - I） - 图，l＄ I < m， I 和 m 都是整数。定义 V（G）上的

整值函数：

p（x）= maX｛g（x），iG（x）-（m - l）f（x）+ I - l｝

g（x）= min｛f（x），iG（x）-（m - l）g（x）- I + l｝
由 p（x），g（x）的定义，有：

引理 2 对一切的 x6V（G），有：

（l）I < m＄2I 时，g（x）＄p（x）＄
iG（x） + I - m

m <
iG（x） + m - I

m ＄g（x）＄ f（x）

（2）m > 2I 时，g（x）＄p（x）＄
iG（x） - I

m <
iG（x） + I

m ＄g（x）＄ f（x）

证明 （l）只需证 p（x）＄
iG（x） + I - m

m ，且 g（x）3
iG（x） + m - I

m 。

先证 p（x）＄
iG（x） + I - m

m 。

因为 m＄2I，所以 I3 m - I；又因为图 G 是（mg + I，mf - I） - 图，所以有 iG（ x）3

mg（x） + I3mg（x） + m - I，从而有 g（x）＄
iG（x） + I - m

m （l）

因为

iG（x）-（m - l）f（x）+ I - l＄
iG（x）+ I - m

m
tmiG（x）- m（m - l）f（x）+ m（I - l）＄ iG（x）+ I - m

t（m - l）iG（x）＄ m（m - l）f（x）- I（m - l）

tiG（x）＄ mf（x）- I 成立

所以有 iG（x） -（m - l） f（x） + I - l＄
iG（x） + I - m

m （2）

由（l）、（2）式可知 p（x）＄
iG（x） + I - m

m 成立；

类似地可证 g（x）3
iG（x） + m - I

m 。

（2）只需证 p（x）＄
iG（x） - I

m ，且 g（x）3
iG（x） + I

m 。先证 p（x）＄
iG（x） - I

m 。

g（x）＄
iG（x） - I

m ，显然，只需证 iG（x） - （m - l） f（ x） + I - l＄
iG（x） - I

m ，即需

证

iG（x）-（m - l）f（x）+ I - l＄
iG（x）- I

m
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!mdG（x）- m（m - l）f（x）+ mk - m " dG（x）- k

!（m - l）dG（x）" m（m - l）f（x）-（mk - m + k）

!dG（x）" mf（x）- mk - m + k
m - l （3）

因为有 dG（x）"mf（x） - k，所以要使（3）式成立，需有

k #
mk - m + k

m !mk - k # mk - m + k!m - k # k!m # 2k

因为此时 m > 2k，所以（3）式成立，也即 dG（ x） - （m - l） f（ x） + k - l"
dG（x） - k

m 成立，

从而 P（x）"
dG（x） - k

m 成立；

类似地可证 <（x）#
dG（x） + k

m 。

由（l）（2），引理得证。

! 主要结果及其证明

定理 l 设 G 是一个（mg + k，mf - k） -图，其中 l"k < m，H 是 G 的任意一个具有 k 条边的

匹配，则 G 存在一个子图 R，使得 R 有（g， f） -因子分解与 H 正交。

为了证明定理，先证明下面的引理。

引理 3 设 G 是一个（mg + k，mf - k） - 图，其中 l" k < m，H 是 G 的一个匹配，且 E（H）
= ｛el， e2，⋯， ek｝，则 G 有一个（g， f） -因子 Fl 含 el 而不含 e2， e3，⋯， ek。

证明 令 G' = G - ｛e2， e3，⋯， ek｝，则 G'是一个（mg + k - l，mf - k） - 图，!l（ x） =
l
m dG'（x）- P（x），!2（x）= <（x）- l

mdG'（x），其中 P（x），<（x）同前定义。

由引理 2可得：

k < m"2k 时，

!l（x）= l
mdG'（x）- P（x）#

l
mdG'（x）-

dG（x）+ k - m
m

= l
m（dG'（x）- dG（x）+ m - k）#

l
m（- l + m - k）= l - k + l

m # O

!2（x）= <（x）- l
mdG'（x）#

dG（x）+ m - k
m - l

mdG'（x）

= l
m（dG'（x）- dG'（x）+ m - k）#

l
m（m - k）> O

m > 2k 时，

!l（x）= l
mdG'（x）- P（x）#

l
mdG'（x）-

dG（x）- k
m

= l
m（dG'（x）- dG（x）+ k）#

l
m（- l + k）= k - l

m # O

!2（x）= <（x）- l
mdG'（x）#

dG（x）+ k
m - l

mdG'（x）

= l
m（dG（x）- dG'（x）+ k）#

k
m > O

综上所述，对任意的 x$V（G），有：

!l（x）#
l - k + l

m # O k < m " 2k

k - l
m # O m > 2{ k
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!2（x）＞
l - I

m > O I < m ＜ 2I

I
m > O m > 2{ I

设 S 和 T 是 V（G'）的不相交子集，由于对任意的 xG V（G'）有： p（ x） < g（ x），所以 h（ S，
T） = O。

下面说明 G'满足引理 l的条件。

"（S，T）= dG'（T）- e（S，T）- p（T）+ g（S）

= l
mdG'（T）- p（T）+ g（S）- l

mdG'（S）+（l - l
m）dG' - S（T）+ l

mdG' - T（S）

= !l（T）+!2（S）+（l - l
m）dG' - S（T）+ l

mdG' - T（S）

因为!l（x）＞O，!2（x） > O，所以"（S，T）＞O。
（!）若存在 G -（SUT）的一个中分支 C，使得 eGE（S，V（C）），则 \ S \＞l，从而

"（S，T）＞!2（S）＞
l - I

m > O， I < m ＜ 2I

I
m > O m > 2{ I

因为"（S，T）只取整数，所以"（S，T）＞l。
（"）若 el = zw，z， wGS，下证"（S，T）＞2 . 这时有 dG' - T（S）＞2。
若 dG' - S（T）一O，则

"（S，T）＞（l - l
m）dG' - S（T）+ l

mdG' -l（S）＞ l - l
m + 2

m = l + l
m > l

若 dG' - S（T） = O，

!）当 T = 0 时，有："（S，T） = g（S）＞S（S） + \ S \＞ \ S \＞2

"）当 T一0 时， \ S \＞maX
xGT

dG'（x） =!G'（T）

当 I < m＜2I 时，

# 若!G'（T）＞I，则

"（S，T）＞!2（S）+ l
mdG' - T（S）＞ I（l - I

m）+ 2
m

= l
m（Im - I2 + 2）= l

m（m + Im - m - I2 + l + l）

= l
m［m + m（I - l）-（I2 - l）+ l］

= l
m｛m +（K - l）［m -（I + l）］+ l｝

＞
l
m（m + l）> l

$ 若VxGT，dG'（x）＜I - l，则

mS（x）+ I - l＜ dG'（x）＜ I - l

＝S（x）= O且 dG'（x）= I - l

＝dG（x）＜ dG'（x）+ l = I - l + l = I（Vx G T）

故 dG（x） -（m - l）S（x） - I + l = dG（x） - I + l＜I - I + l = l，而 f（x）＞g（ x）＞ S（ x）
+ l＞l，所以 g（x） = dG（x） -（m - l）S（x） - I + l = dG（x） - I + l＜I - I + l = l。

又因为 g（x）＞S（x） + l＞l，所以 g（x） = l（VxGT）；所以有：

"（S，T）= dG' - S（T）+ g（S）- p（T）= g（S）- p（T）

OOl 国 防 科 技 大 学 学 报 2OOl年第 l期



3 g（S）-（g（T）- I T I）
= g（S）-（ I T I - I T I）
= g（S）3 I S I3 2

当 m > 2I 时，

! 若!G'（T）3m，则"（S，T）3!2（S） + 1
miG' - T（S）3m I

m + 2
m = I + 2

m > 1；

" 若对任意的 x6T，iG'（x）＄m - 1，则

mg（x）+ I - 1＄ iG'（x）＄ m - 1

rmg（x）＄ m - I < mrg（x）= 0（tx 6 T）
此时可断言，p（x） = 0（tx6T）。事实上，由 p（x）的定义及 g（x） = 0知，只需证：

iG'（x）-（m - 1）f（x）+ I - 1＄ 0（tx 6 T）
可分两种情况讨论：

! 若 f（x） = 1，则由 iG'（x）＄mf（x） - I 知

iG'（x）-（m - 1）f（x）+ I - 1＄ mf（x）- I -（m - 1）f（x）+ I - 1 = f（x）- 1 = 0

" 若 f（x）32，则由 iG'（x）＄m - 1（tx6T）知

iG'（x）-（m - 1）f（x）+ I - 1＄（m - 1）- 2（m - 1）+ I - 1 = I - m < 0
由!、"及 f（x）3g（x）3g（x） + 131即可知断言成立；

于是"（S，T） = iG' - S（T） - p（T） + g（S）3g（S）32。
综上所述，G'满足引理 1的条件，从而 G'有一个（p，g） -因子 F1 含 e1，显然 F1 是 G 的一个

含 e1 而不含 e2， e3，⋯， eI 的（g， f） -因子。

定理 1的证明：设 E（H） = ｛e1， e2，⋯， eI｝，由引理 3 知，G 有一个（g， f） - 因子 F1 含

e1 而不含 e2， e3，⋯， eI。由 F1 是一个（ p， g） - 因子，可知 G - E（F1）是一个（（m - 1） g
（x） + I - 1，（m - 1） f（x） - I + 1） - 图，且 H - e1 是 G - E（F1）的一个具有 I - 1 条边的匹

配。类似于引理 3 的讨论，可以证明 G - E（F1）有一个（ g， f） - 因子 F2 含 e2 而不含 e3， e4，
⋯，eI，如此下去，可以证明 G 有 I 个（ g， f） - 因子 F1，F2，⋯，FI 分别包含 e1， e2，⋯， eI。

令 V（R） = V（G），E（R） = E（V
I

 = 1
F ），则 R 即为所要求的子图，定理得证。
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