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卫星轨道 Kalman 滤波稳健估计!
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摘 要：卫星观测数据中不可避免地存在着粗差，一般的 Kalman滤波易受观测粗差的影响。首先推导

Kalman滤波稳健估计公式，并分析了它的稳健性。然后用 Kalman滤波稳健估计对 Lageos卫星的激光实测资

料进行了处理，证明它具有明显的抗粗差的能力和稳健性。
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Robust Kalman Filtering for Satellite Orbit Determination
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Abstract：Kalman filtering is affected by the gross error that is inevitable in the observation of satellite . First robust kalman filter-
ing is derived and its robustness is analyzed，then the observations of Lageos is processed. It verifies that robust kalman filtering has the
capability to resist the gross error .
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Kalman滤波在 20世纪 60年代初一经提出，立即受到工程界，特别是空间技术和航空界的高度重

视。应用 Kalman滤波算法进行卫星轨道精密确定，必须首先构造可靠的卫星动力学模型和可靠的观

测模型以及合理的估计方法。

卫星运动受各种摄动力的影响，一般难以确保其规则运动，因而构造精确的动力学函数模型十分

困难；随机模型的构造一般都是基于验前统计信息，而任何统计信息都难免不失真。于是提出了多种

利用观测信息和卫星运动状态估值更新先验信息和补偿卫星动力学方程误差的方法，如自适应

Kalman滤波算法，其中的模型方差自适应补偿法［1］是在 Kalman 滤波过程中，利用观测信息自适应地

生成模型误差的协方差矩阵，使预测残差与其相应的统计量保持良好的一致性。另一种开窗逼近

法［2］［3］是利用新息序列的自适应估计（IAE 即 innovation-based adaptive estimation），即要求观测方程协

方差阵及状态误差协方差阵随时自适应于观测信息［4］［5］。这种自适应滤波一般称为 Sage 滤波，它采

用前 ! 步残差序列估计观测向量的协方差阵和状态误差协方差阵［3］。近年许多学者提出了利用稳健

估计自适应地求解观测权阵和状态权阵［6］［8］。

然而利用观测信息自适应地补偿卫星动力学方程误差，都是基于可靠的观测模型，即卫星的状态

和动力学方程都依赖于观测信息。目前卫星跟踪观测的手段很多，信息量大，其中难免存在着大量的

粗差（Gross error）。观测信息一旦失真，对卫星动力学方程进行补偿，反而加大了动力学方程误差，

还可能使 Kalman滤波发散。若在观测信息中存在有色噪声（是一个马尔柯夫序列或高斯 - 马尔柯夫

序列），则可以用扩充状态的办法来处理［10］。对于粗差，由于它不是自相关的，不可用扩充状态的方

法。而用传统的粗差剔除方法比较困难，这就需要合理的估计方法。

本文讨论 Kalman滤波稳健估计。稳健估计是在粗差不可避免的情况下，选择适当的估计方法或

适当的等价权函数使参数估值尽可能地减免粗差的影响，得出正常模式下的最佳估值。本文推导了
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Kalman滤波稳健估计公式，分析了它的抗粗差的能力，并用它对 Lageos卫星的激光实测资料进行了

处理，证明它具有明显的抗粗差的能力和稳健性。

! 稳健估计模型

设观测方程为

Y = HX + V （1）
式中 H 为设计矩阵，H =［hT1，hT2，⋯，hTm］T，Y 为观测向量，Y =［yT1，yT2，⋯，yTm］T，V 为残差向量，V =

［ 1T1，1T2，⋯，1Tm］T，X 为 I 维状态向量，是待估参数。

在一般情况下，假设观测残差向量具有下列统计特性

E［ 1 ］= 0

E［ 1i1 ］= 2i i， i， = 1，2，⋯m （2）
式中 2i 为观测值的方差。 i， 为 Kronecker记号：当 i =  时， i， = 1；当 i   时， i， = 0。

令先验方差矩阵为 R = diag［ 21， 22，⋯， 2m］，则（1）式的最小二乘解为

X̂ =（HTR-1H）-1HTR-1Y （3）
在实际情况中，残差 V 并不满足（2）式的条件，V 中含有大量的粗差。为了克服粗差的影响，我们

引进稳健估计理论，按稳健 M 估计原理［8］［9］，取极值准则函数为

 
m

i = 1
 -2

i （ i）=  
m

i = 1
 -2

i （yi - hiX）= min

常用的 （ i）函数是对称的，凸的或在正半轴上非降的函数。上式对 X 求导，并令其为零，令 （ i）函数

对 i 的偏导数为P（ i），又令 wi =P（ i）/ i =  
（ i）

  
/ i，则有
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令等价方差的平方倒数和等价方差的逆矩阵分别为

  -2
i = -2

i ·wi （5）
 R -2 = diag（  -2

1 ，  -2
2 ，⋯，  -2

m ） （6）

w 称为等价权函数。（4）式可写为 HT R-2V = 0，顾及（1）式有

X =（HT R-1H）-1HT R-1Y （7）
稳健估计的稳健性、优效性主要取决于所使用的 函数或w 函数，而 函数或w 函数的选择应由观

测数据的结构来决定。对卫星观测数据可采用下面的方法确定 函数或 w 函数。

（1）Huber法［8］［9］

 （ 1i）=
12i / 2 I 1i I I Vi

I I 1i I - I2 / 2 I 1i I > I V
{

i

（8）

wi =
1 I 1i I I Vi

I / I 1i I I 1i I > I V
{

i

（9）

式中 Vi 为残差的均方差。Huber估计的P函数是最小二乘估计（中间部分）和中位数估计（两尾部分）的

组合，当 I = 0时，Huber估值退化为中位数，当 I =  时，Huber估值变为最小二乘估值。

（2）IGG!方案［8］［9］

 函数对 1i 的偏导数P（ 1i）和 wi 函数为

P（ 1i）=

1i I 1i I I0 Vi

I0（（I1 - I 1i I）/（I1 - I0））2 I0 Vi < I 1i I I1 Vi

0 I 1i I > I1 V
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（10）

31文援兰等：卫星轨道 Kalman滤波稳健估计



   

1       0O  

O  0O  
       1O  

0       1O 










 

（11）

式中O   2
 · 0      ，   （ 1      ） （ 1   0），0    1，0    1； 0 和  1 可分别取 1.5  

2.5 和 3.0  5.0。
IGG!方案采用三段法，即正常段采用最小二乘估计，（以提高估值效率），对可用观测采用O 降

权。O 中的  0      类似于  1 范数的权函数，  是在［0，1］之间变化的因子，当     达到淘汰界  1O  

时，   0；当     位于正常界  0O  
时，   1；对可用观测   总是小于 1。这样，等价方差倒数   1

 总

是在最小二乘估计方差倒数   1
 和淘汰方差倒数   1

  0之间变化，    越大，   1
 越小。这种估计方

案能充分利用有效观测，限制利用可用观测，排除有害粗差影响，得到正常模式下的最佳估值。

（3）丹麦法［8］［9］

丹麦法有许多种，现列出所使用的一种

   
1       O  

1  exp［（     ）2  1）］       O{
  

（12）

后面将讨论丹麦法对于 Kalman滤波稳健估计的适应性。

2 Kalman滤波稳健估计模型

设卫星动力学方程

X  ! ，  1X  1  ! （13）

式中   与（1）式中的  相同，G ，  1为    维状态转移矩阵。" 为状态噪声向量。利用（13）式，可

构成状态误差方程

V   
 X̂   X  X̂  ! ，  1 X̂  1 （14）

式中 X̂ 为待估状态向量， X 为由（13）式得到的状态向量预报值。

  时刻的观测模型与（1）相同，为

Y  H X̂  V （15）

V 中含有粗差，设

E（V   
VT

 ） 0 （16）

E（V   
VT
   
） E   

，E（V   
VT
   
） 0 （   ） （17）

则基于观测误差方程（15）和状态误差方程（14）可构造如下极值条件［8］［9］

O   
 

  1
O 2

 P（   ） 1
2  T
   E

 1
   

    
 min （18）

E   
为状态协方差矩阵的预报值。（18）式对 X̂ 求导数，并令其为零，经过推导可得

X̂   X   K （Y  H  X ） （19）
 K  "   

HT
 （H "   

HT
   R ）

 1 （20）

"   
 （ I   K H ）"   

（21）

我们可看出，Kalman滤波稳健估计与一般的 Kalman滤波只在于观测方差矩阵 R 和等价方差矩阵 R 的

不同，起关键作用的是P函数或等价权函数  。由（6）和（5）得等价方差矩阵 R 

 O2
  O2

    （22）
 R  diag（ O2

1， O2
2，⋯， O2

 ） （23）

由（22）和（23）式可看出，当残差   达到可信的边界时，等价方差矩阵对角线元素增大，（20）
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式滤波增益矩阵!K 将减小，（19）式基于测量而作的修正减小，从而降低了测量粗差的影响。

由（22）式可看出，等价权 w 是置于等价方差的分母，前面讨论了 IGG!方案对于（7）式的稳健估计

是非常适合的，但在Kalman滤波稳健估计中，当残差 Ui 较大时，有可能出现 w = 0的情况，从而造成（22）
式奇异，故 IGG!方案一般不适宜于 Kalman滤波稳健估计。

Huber法对于一般的稳健估计也是适合的［8］［9］，但在 Kalman滤波稳健估计中，等价方差矩阵!R 置

于（20）式的增益矩阵!K 的分母中。而丹麦法采用自然数的幂数形式，当残差 Ui 达到可信的边界时，丹麦

法等价权 w 比Huber法的变化要大，当!R 代入（20）式时，采用丹麦法，增益矩阵!K 对残差 Ui 比较敏感，

对粗差有很好的抵制能力，故它较为适合于 Kalman滤波稳健估计。

卫星轨道是非线性系统，我们采用了推广的Kalman滤波形式［3］［7］［11］。另外，由于事先并不知道观测

残差 V 的大小，在计算时，可以先用一般的Kalman滤波解算出 X̂ ，然后利用（15）、（12）、（22）、（23）式计

算出!R ，再进行 Kalman滤波稳健估计，必要时还可进行迭式计算。经过实际计算表明，这样的计算步骤

能达到迭代计算的精度，并且满足实时性的要求。

! 计算与分析

若要克服观测粗差的影响，则要求有准确的动力学模型。基于 Lageos卫星的轨道比较稳定，我们

采用 Lageos卫星的激光测距数据进行试验。在考虑 Lageos卫星的动力学方程时，考虑了除大气摄动以

外的其它摄动影响［7］［11］：地球形状摄动（考虑到 30 X 30 阶），地球形变摄动（固体潮摄动、海潮摄

劝、地球自转形变摄动），N体摄动（日、月引力摄动和太阳系其它行星的引力摄动），类阻力摄动；

光压摄动（太阳辐射压摄动，地球反照辐射压摄动），广义相对论效应。尽管如此，还是不可能完全

精密地描述卫星力学模型，我们在积分过程中加入了动态噪声协方差 @ 矩阵，组成 Riccati 方程［7］，

积分得到状态协方差矩阵的预报值!X̂ 。

取观测起始历元时刻（UTC）为 1995 年 6 月 10 日 0 时 0 分 0 秒，观测弧长为 3 天，采用了全球

14个观测站对 Lageos卫星的激光测距数据，大部分观测站的测量中误差为 0.1 m，个别站测量中误差

为 0.3 m或 0.5 m，观测数据经过了严格的预处理，剔除了粗差。为了说明问题，我们在起始历元时

刻加入了约 5 m的初始轨道误差。计算步骤如下：

（1）采用一般的 Kalman 滤波和 Kalman 滤波稳健估计（取丹麦法的 w 函数，其中  = 2）分别对

Lageos卫星的 3天激光测距数据进行计算，并与批处理（应用最小二乘原理对所有的观测数据进行处

理得到卫星轨道［11］［7］）计算的 Lageos卫星的轨道进行比较，其轨道差异"X、"Y、"Z 随时间变化的曲

线如图 1和图 2所示。

图 1 观测值无粗差的 Kalman滤波与批处理的差异 图 2 观测值无粗差的 Kalman滤波抗差估计与批处理的差异

Fig.1 Difference between Kalman filtering and batch Fig.2 Difference between robust Kalman filtering and batch
with non-contaminated observations with non-contaminated observations

由图 1和图 2可知，Kalman滤波稳健估计和一般的 Kalman 滤波一样，即使在初始轨道有较大误
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图 3 观测值有粗差的 Kalman滤波与批处理的差异

Fig.3 Difference between Kalman filtering and batch
with contaminated observations

差的情况下，也很快稳定下来，说明它们在观测值

没有粗差的情况下是等效的；

（2）在观测数据中加入一些粗差，如在图 3 的

A、B、C、D、E、F、C 7个时刻点分别加入了 0.55、 -
0.65、0.45、 - 0.5、 + 0.6、 - 0.8、 - 0.7 m的粗

差，并采用一般的 Kalman 滤波，它与批处理计算的

轨道的差异!X、!Y、!Z 如图 3所示。

从图 3可看出，粗差对一般 Kalman 滤波的结果

影响比较大，特别是在 D 时刻， - 0.5 m 的粗差引

起轨道的 X 轴分量误差竟达 4.7 m。
（3）对步骤（2）中加入了粗差的观测数据进行

轨道的 Kalman滤波稳健估计，其中的权函数采用丹

麦法和 Huber 法等两种方法，其定轨的结果与批处

理计算的轨道的差异!X、!Y、!Z 如图 4 和图 5 所

示。

图 4 观测值有粗差的 Kalman滤波抗差估计（丹麦法） 图 5 观测值有粗差的 Kalman滤波抗差估计（Huber法）

与批处理的差异 与批处理的差异

Fig.4 Difference between robust Kalman filtering Fig.5 Difference between robust Kalman filtering observations
（Danmark Method）and batch with contaminated （Huber Method）and batch with contaminated
observations observations

从图 4和图 5可知，Huber 法对粗差有一定的抵制能力，如前面所分析，但效果不如丹麦法好。

从图 2和图 4可看出，采用丹麦法的 Kalman 滤波稳健估计，在观测值有粗差的情况下得到的结果与

无粗差的情况差不多，与观测值无粗差的一般的 Kalman 滤波的结果也相符，说明它具有明显的抗粗

差能力和稳健性。

! 结论

一般的 Kalman滤波易受观测数据中粗差的影响。而 Kalman 滤波稳健估计对观测粗差有明显的抵

制能力和稳健性，其中采用丹麦法的权函数比采用 Huber法的权函数的效果好。

本文的结果是在考虑了较为准确的卫星动力学模型的情况下得到的，并加入了动态噪声协方差

! 矩阵进行补偿。在卫星动力学模型不很精确的情况下，如何处理观测数据中的粗差还值得进一步

研究。
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