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基于神经网络的广义两点边值问题!
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摘 要：在航天领域中，多数制导问题均可以抽象为广义两点边值问题。本文探讨了神经网络在广义

两点边值问题求解中的应用。首先讨论了离线制导这一类静态两点边值问题的求解，在此基础上，对在线

制导这一类动态两点边值问题进行了分析，并给出了有效的解决方法。
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Abstract：A great number of guidance probiems can be considered the probiems of generaiized two-point boundary-vaiue in the
fieid of aerospace. The paper discusses the methods to soive these probiems with the heip of neurai network. The static two-point bound-
ary-Vaiue probiems，such as offiine guidance，are discussed in the paper . Based on the discussion，the dynamic two-point boundary-vai-
ue probiems，such as oniine guidance，are anaiyzed，and an effective method to soive them is presented.
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航天飞行器在执行各种机动飞行任务时，它的制导［1］［2］［3］可分为两大类：在线制导和离线制导。

在线制导主要是指飞行过程中的控制方案选择，如关于弹道导弹的主动段制导、卫星变轨机动、反导

导弹的拦截等；离线制导主要是指过程开始前，即准备阶段的飞行方案选择，如关于弹道导弹的初始

诸元装订、卫星轨道交会、轨道转移的初值确定等。

对这些制导问题进行数学抽象，可得如下问题：

已知 n 维初始状态向量!、m 维终端状态向量 "，求解 p 维控制向量 #，使得

" = f（!，#）+! （1）
其中函数 f 是动态过程的数学抽象，!为随机干扰。

这个问题一般被称为广义两点边值问题。本文将着重讨论神经网络在此问题求解过程中的作用。

1 广义两点边值问题的分析

在工程应用中，广义两点边值问题一般具有如下特性：

（1）设初始状态的取值空间为"S，控制向量的取值空间为"C，终端状态的取值空间为"e，"!0#
"S，$0#"C，$"0#"e，使得 "0 = f（!0，$0）。

（2）动态过程的函数表达 f一般是非线性的，在一定的近似条件下，可以获得它的解析公式求解，但

精度较低。动态过程 f 的高精度求解需要利用数值积分等仿真方法来实现。

（3）函数 f 对初始状态向量和控制向量的一阶以至高阶导数，很难获得有效的解析表达式，一般需

要利用数值算法来求取。

由于广义两点边值问题具有上述特性，它的求解主要是利用各类数值算法［5］来完成。这些数值算

法包括拟牛顿法、共轭梯度法、变尺度法等，在具体解算中主要存在两个问题：

（1）控制向量初值的选取。如果初值没有选好，将使求解迭代时间增长，甚至可能造成算法无法收
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敛。

（2）动态过程 f 的求解。f 的仿真计算需要较长的时间，不利于问题的快速求解。

! 神经网络求解的具体应用

人工神经网络是由人工建立的以有向图为拓扑结构的动态系统。它通过对连续或断续的输入作状

态响应而进行信息处理。依据神经网络的构成方式以及其在计算机上的实现，它具有以下几个特

性［6］：

（1）神经网络可以处理那些难于用模型或规则描述的过程或系统；

（2）神经网络是本质的并行系统；

（3）神经网络是本质的非线性系统；

（4）神经网络具有很强的信息综合能力。

在广义两点边值问题的求解过程中，主要利用神经网络的过程辨识能力。目前，依据构成方法的

不同，神经网络可以分为多种具体类型，本文将利用 BP网络进行具体的讨论。BP网络是一种多层前

馈神经网络，通常有一个或多个隐层；隐层中的神经元均采用 Sigmoid 型变换函数，输出层的神经元

采用纯线性变换函数。由于权值的调整采用反向传播（Back Propagation）的学习算法，因而常称其为

BP网络。

从理论上讲，具有 Sigmoid型隐含神经元特性的三层 BP网络，能够逼近任意函数，即它可以实现

从输入到输出的任意的非线性映射［6］［7］。因此在确定了 BP 网络的结构以后，利用输入输出样本集对

网络进行训练，也即对网络的权值和阀值进行学习和调整，可以使 BP 网络实现给定的输入输出映射

关系。经过训练的网络，对于不是样本集中的输入也能给出合适的输出，这种性质称为泛化（gener-
alization）功能。从函数拟合的角度看，这说明 BP网络具有较好的插值功能。

在具体应用中，主要利用 BP网络进行以下两类辨识：

（1）辨识 f（!，"）
利用多组已知的｛（!，"），#｝来训练神经网络，对 f（!，"）进行辨识，以便给定任一初始状态向量

!1!!S和控制向量"1!!e，通过神经网络可以快速获得终端状态向量 Y1。在此基础上，利用拟牛顿法

等寻优算法进行数值求解，可以有效地降低计算时间。

（2）辨识 f -1（X，Y）
利用多组已知的｛（!，#），"｝来训练神经网络，对 f -1（!，#）进行辨识，以便给定任一初始状态向

量 !2!!S 和终端状态向量#2!!e，通过神经网络可以快速获得控制向量 U。在使用中需要注意的是，

f -1（!，#）必须是一定原则下的一一映射，即对于给定的初始状态向量 X2 和终端状态向量 Y2，如果存

在一个控制向量集合 M"!C，#"! M，#2 = f（!2，"），则必须利用最优性等原则，从集合 M 中选出

唯一的控制向量 "2，使得 #2 = f（!2，"2），U2 = f -1（!2，#2）。

!"# 应用实例

在弹道导弹的发射准备中，用来调整导弹控制系统和瞄准系统的参数（称为诸元），其主要作用

是在已知发射点  和目标点 的地理参数的情况下，保证弹头的实际落点 C与目标点重合［8］。在初步分

析中，耗尽关机型导弹的基本诸元主要是发射方位角  0和音速段最大攻角"m。因此，发射点  的地理参

数为初始状态向量，目标点  的地理参数为终端状态向量，基本诸元为控制向量，这是一个典型的两

点边值问题。

在诸元求取中，动态过程是指弹道导弹的弹道计算。弹道计算需要考虑许多因素，如导弹控制系

统、推进系统等分系统的特性、大气特性、地球非球形摄动等等，因此耗时较多，不利于诸元的快速

求解。

正是由于 BP网络的泛化功能，使得我们可以利用 BP 网络实现弹道导弹基本诸元的快速求取。

选取 BP网络结构如图 2 所示，输入为落点的纬度、经度，输出为"m 和发射方位角  0。图 2中 S1 是隐

层神经元的个数，S1 与网络要完成的映射关系的复杂程度有关，需要在实际的尝试中确定，隐层采用
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图 l 导弹落点位置示意图

Fig.l Sketch of miSSiie’S faiiing point

Tan-Sigmoid 变换函数。

对某二级固体弹道导弹计算了 600 组弹道，计算的初始条

件为：发射点纬度 30 ，发射点经度 ll5 ，!m 取自（8 ，ll ）的均

匀分布，A0 取自（30 ，50 ）的均匀分布。以这 600 组数据作为

样本，使用 Levenberg-marguardt 优化算法对图 2 的 BP 网络进行

了训练，经过几次尝试选定了隐层神经元个数 Sl = 50。
记样本为｛（Al

0，!l
m），（"

l，#l）｝，其中｛（"
l，#l）｝为实际落点

的纬度、经度。在进行 BP 网络的训练时以｛（"
l，#l）｝为输入，以

｛（Al
0，!l

m）｝为输出。为检验所获得的 BP网络的效果，进行了以下

检验：

（l）利用原样本｛（Al
0，!l

m），（"
l，#l）｝的检验：以｛（"

l，#l）｝

为 BP 网络的输入，得到 BP 网络的输出｛（Al!
0 ，!l!

m ）｝，再以

｛（Al!
0 ，!l!

m ）｝为初值进行弹道导弹的弹道计算，得到实际落点的

图 2 BP网络结构

Fig.2 Structure of BP network

纬度、经度｛（"
l!，#l!）｝，以落点偏差即｛（"

l!，#l!）｝与｛（"
l，#l）｝之间的距离来衡量 BP 网络的效果。

图 3 显示了落点偏差。数据分布的统计如表 l 所示。

（2）利用新样本的检验：另外选取 l00组!m 和 A0，记为｛（A2
0，!2

m）｝，进行弹道导弹的弹道计算，得到

实际落点的纬度、经度｛（"
2，#2）｝，利用新的样本进行与 A 相同的检验计算。即以｛（"

2，#2）｝为 BP 网络

的输入，得到 BP网络的输出｛（A2!
0 ，!2!

m ）｝，再以｛（A2!
0 ，!2!

m ）｝为初值进行弹道导弹的弹道计算，得到实

际落点的纬度、经度｛（"
2!，#2!）｝，以落点偏差即｛（"

2!，#2!）｝与｛（"
2，#2）｝之间的距离来衡量 BP网络

的效果。图 4 显示了落点偏差。数据分布的统计如表 l 所示。

通常在基本诸元计算时要求落点偏差在 50 m以内，图 3、图 4 和表 l 表明：应用所获得的 BP 网

络求取的基本诸元进行弹道计算，落点偏差在 40 m以内，均能满足精度要求。

在诸元计算中，BP 网络对 f（X，U）的辨识也具有较高的精度，具体算例此处省略。

通过上述计算可知，神经网络对非线性过程具有较好的辨识能力。因此，它在广义两点边值问题

的求解中起到了较好的作用。

!"! 神经网络的组合应用

在上述算例中，利用神经网络可以直接求出满足精度要求的控制向量。在实际工程中，神经网络

的应用存在以下两个特点：

（l）神经网络的泛化能力主要是在取值区间内，对于区间外的点的估值误差将增大；

（2）在取值区间内，训练参数的密集度越高，训练好的神经网络所获得的结果的综合误差越低。

在实际应用中，为了获得更高的精度，可以将神经网络与拟牛顿法等寻优算法组合起来使用，即
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图 3 训练数据序列误差情况 图 4 随机数据序列误差情况

Fig.3 The errors of training data Fig.4 The errors of random data

表 1 落点偏差统计表

Tah.1 The statistics of falling error

数据区间
图 3 图 4

数据（ ） 数据（个数） 数据（ ） 数据（个数）

30m ~ 40m 0.17 1 0 0

20m ~ 30m 0.83 5 1 1

10m ~ 20m 3.5 21 8 8

0m ~ 10m 95.5 573 91 91

首先利用事先算好的数据训练神经网络，对于具体问题，则利用训练好的神经网络求取控制向量的初

值点，并将此初值点代入拟牛顿法等寻优算法中，以求出所需的控制向量。此时，寻优算法中动态过

程 f 的计算一般采用仿真方法进行。这种组合算法认为，广义两点边值问题的最优解在神经网络所获

得的参数的附近，这个假设条件对于导弹诸元计算、助推段制导等问题均是成立的。因此，组合应用

可以有效地减少迭代次数，缩短计算时间，具有很高的应用价值。

! 在线制导的神经网络求解

以上广义两点边值问题的研究均是针对离线制导问题，在线制导的每一次计算的形式与上述讨论

类似。但由于在线制导是一个连续动态计算的过程，因此此时广义两点边值问题可以进行如下数学抽

象：

设航天飞行器的运动轨道方程为

d!
d  =  （  ，!，"） （2）

运动轨道约束由附加的代数方程组

f（!）= 0 （3）
给出，其中 !和 f 的维数为 l，"和  的维数为m。!为状态变量，"为控制向量。在航天飞行器的运动过

程中，求解恰当的控制向量 "，使轨道 !（  ）满足运动轨道约束（3）式。

在此类动态两点边值问题求解的过程中，神经网络的作用主要是对轨道约束 f（!）进行辨识，即

对于给定的一个状态 !，利用训练好的神经网络获得约束 f（!）的具体数值。在此基础上，控制向量 "
可以通过实时微分控制算法［9］［10］来获得。

在弹道导弹的主动段制导中，将神经网络与微分控制有效地结合在一起，就可以获得一种较为实
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图 5 显式制导计算结果

Fig.5 Simuiation resuit of expiicit guidance

用的显式制导方法。图 5为耗尽关机型弹道导弹显式制导的计算结果，其中控制程序角是利用神经网

络与微分控制的结合实时计算出来的，由导弹的“时间—误差”图可以看出，此种制导方法取得了良

好的制导效果。这也说明，神经网络的应用有利于此类动态两点边值问题的解决。

4 结束语

广义两点边值问题求解的难点主要在于 ! 的获取，神经网络的非线性拟合是获取 ! 的一种有效手

段。对于不同的 ! 神经网络拟合的有效性尚缺乏有效的证明，目前主要通过数值仿真进行验证。在此

基础上，神经网络的应用是解决两点边值问题的有效途径。
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