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建立颗粒流方程的推广 BGK 模型方法!
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摘 要：从描述颗粒流动的推广 BGK模型方程出发建立颗粒流方程。其中推广 BGK模型方程的处理采

用了经典分子动力论中的 Chapman-Enskog方法。由于建立颗粒流方程的思路简单清晰，且方程中各量都有

明确的物理意义，因此易于推广。
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Set up the Granule Flow Eguations by the Method of the Generalized BGK Model

CHEN Wei-fang，LI Jie，WANG Ouan-Ii，REN Bin，FAN Bao-chun，
（CoIIege of Aerospace and MateriaI Engineering，NationaI Univ of Defense TechnoIogy，Changsha，410073，China）

Abstract：The granuIe fIow eguations are deduced from the generaIized BGK modeI. The generaIized BGK eguation is treated with
the Chapman-Enskog method that is used in the cIassic moIecuIar kinetics. The eguations are easiIy generaIized since the method is sim-
pIe and the guantities in them have concise physicaI meaning.
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颗粒流动在各种工程问题及自然界中广泛存在。由于近年来工程问题的需要以及计算机技术的迅

速发展，人们已对颗粒流动问题进行了深入细致的研究，取得了一系列重要成果［1］、［2］。文献提供两

种建立颗粒流方程的方法。其一是通过连续介质模型应用微元体的质量、动量和能量的平衡关系来建

立颗粒流方程［3］、［4］；其二是通过分子动力论方法，应用 BoItzmann 方程的积分矩建立颗粒流方

程［2］、［5］。前者包含较少的假设，推导过程简单明了，且不为颗粒流的介质类型或具体的流型所限制，

但这类方程中描述相互间作用、微元体面作用（如应力和热流等）和表面张力作用的各种表达式形式

复杂，物理意义也不直观。后者则能揭示颗粒流动现象的微观含义，能加深对颗粒流方程中各项物理

意义的认识，对于一些特定的颗粒模型，它能通过 BoItzmann 方程的 Chapman-Enskog 解给出计算各种

输运系数的表达式，但其推导过程繁琐，且易受介质类型或具体的流型所限制，不易推广。现有文献

中有关颗粒流方程的类型很多，相互间差异很大，存在一定的混乱，并且不乏谬误之处［6］。因此研究

一种既简明、实用，又不失严谨的建立颗粒流方程的方法，不仅具有重要的学术意义，而且具有重要

的应用价值。

BGK模型是 BoItzmann方程碰撞项的近似，应用 Chapman-Enskog 展开方法可较易地得到 BGK 模型

方程式的零阶解（EuIer方程）和一阶解（类 Navier-Stokes 方程）［7］、［8］。 本文在克服经典 BGK 模型缺陷

的基础上，提出推广的 BGK模型，并在此基础上建立颗粒流方程，从而使颗粒流基本方程的研究在

理论体系的完备性及实用性方面又有所进步，有利于建立统一的颗粒流基本方程。

1 描述颗粒流的 BoItzmann方程及守恒方程

在颗粒流中，可以把颗粒视为质量和体积很大的分子，而应用分子动力论的方法处理。颗粒流的
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中心问题就是确定颗粒分布函数

fp（!，!，"，t） （1）

它是这样定义的： fp（!，!，"， t）c! 是在速度空间围绕 ! 的邻域 c! = cc1cc2cc3 且颗粒内部温度

为!的颗粒数密度。

假定颗粒流中颗粒大小与气相（或液相）的分子平均自由程相比足够大，且颗粒都是大小相同的

钢体球，那么描述颗粒流动的 BoItzmann方程为［9］

!fp
!t + !!xi

cifp + !!ci
Fi
m fp + !!!

0
mc1

fp = !fp
!( )t OoI

（2）

式中 c1 为颗粒比热，F 为作用在颗粒上的外力（重力、气体或液体对颗粒的阻力及浮力等），!为颗

粒与气体或液体间的热输运速度，颗粒之间碰撞导致的颗粒分布函数 fp（ !，!， "， t）的变化包括

在碰撞项（!fp /!t）OoI中。

对于颗粒流的守恒方程，可在 BoItzmann 方程中分别乘以 m、mci、mc2 / 2、!后对速度 ! 及颗粒

内温!的整个空间积分得到
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式中"p 为颗粒密度，pp 为颗粒压强，#pi 为颗粒流的粘性应力，0pi为颗粒热运动动能导致的热流矢

量，0Si为颗粒内部温度差异导致的热流矢量。

! 推广的 BGK模型方程

一种简化 BoItzmann方程的方法就是采用一个能简化数学运算过程、而又保留真实碰撞积分许多

定性特性的近似碰撞算子 M（ fp）代替方程（2）中的碰撞积分项（!fp /!t）OoI，这其中最富盛名的就

有 BGK碰撞算子。对于颗粒流，BGK碰撞算子的表达式为

M（ fp）=$p（ fpM - fp） （4）

式中 fpM为颗粒的 MaxweII局域平衡态分布，$p 为与运动速度 ! 及温度!无关的颗粒碰撞频率。于是，

描述颗粒流动的 BGK模型方程为

!fp
!t + !!xi

cifp + !!ci
Fi
m fp + !!!

0
mc1

fp =$p（ fpM - fp） （5）

由气体分子动力论知，尽管 BGK 模型方程比较简单，但根据它的推导得到的 Chapman-enskog 解
的一级近似分布函数与根据 BoItzmann方程得到的一级近似分布函数相似，且由 BGK 模型方程能够得

到正确的粘性应力张量#i 和热流矢量0i 的表达式。BGK 模型方程的缺陷就是由它计算得到的 PranctI
数为 1，这与由 BoItzmann方程计算得到和实验测量到的 PranctI 数等于 2 / 3 不相符合。为克服此缺陷，

1968年 Shakov改进了 BGK碰撞算子［10］，并由推广的 BGK 模型方程得到了正确的 PranctI 数。Shakov
碰撞算子的表达式为

M（ f）= 1 fM 1 +（1 - Pr）!·# C2 / RT - 5
5( )[ ]pRT -{ }f （6）

式中 fM 为气体的 MaxweII局域平衡态分布；R 为气体常数；R =  / m； # 为气体热流矢量； p、T 分
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别为气体压强和温度； 1 为与运动速度 ! 无关的气体分子碰撞频率。

类似地，BGK模型方程（5）亦不能正确描述颗粒流动的 Pranctl数。受 Shakov 工作的启发，根据

气体分子动力论中 BGK模型方程的 Chapman-enskog解［8］，本文拟采用以下推广的 BGK 模型方程描述

颗粒流动，使得由模型方程能够正确得到颗粒流动的输运特性：

!fp

!t + !!xi
cifp + !!ci

Fi
m fp + !!6

O
mc1

fp = 1p［ fpM（1 + i0）- fp］ （7）
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式中 为颗粒流的 Knucsen数，L 为特征长度，Vpr为特征速度， 1pr为特征碰撞频率，ip、Tp 为与颗

粒运动速度 ! 及颗粒温度6无关的待定参数。

3 Chapman-Enskog解及颗粒流方程的构成关系式

令

fp = fpM［1 + i1 + 0（ 
2）］ （10）

于是将 fp 的表达式（10）代入推广的 BGK模型方程（7），并由 Chapman-enskog展开方法得

@1 = 1p （i0 -i1）
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应用联式微分法则，并利用形式上与 fp = fpM相一致的守恒方程来消除时间导数，就可得到@1 的

表达式为
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假设计算外力 Fi 及热输运速度 O 的表达式分别为

Fi
m = gi +O（Vi - ci）- $ S

m
!p
!xi

（13）

O
mc1

= K（T -6） （14）

式中 " 为重力加速度，p、T、# 分别为气相或液相压强、温度及速度，$ S 为颗粒体积，O、K 为常

数。（13）式给出的外力表达式包括了重力、气体或液体对颗粒的阻力及浮力的作用。将（13）及

（14）式代入（12）式，经积分运算后得

@1 = Ci
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于是由（11）式可得到计算 i1 的表达式为

 i1 = -@1
1p

+ i0 （16）

将 i1 的表达式（16）代入式（10），即得到推广的 BGK 模型方程（10）的一阶近似解。而 pp、rpi 、
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0pi及0si的计算式分别为

pp = IpITp （17）

!pij =
pp
1p
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!xj
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Vpj

!xi
- 2
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将（13） ~（14）式及（17） ~ （20）式代入（3a） ~ （3e）式，即可得到描述颗粒流动的基本

方程。

! 结论

（1）根据经典分子动力论中的 Chapman-Enskog 方法，得到了描述颗粒流动的推广 BGK 模型方程

（7）的一阶解（16）。
（2）由推广的 BGK 模型方程得到了颗粒流动的粘性应力张量!pij和热流矢量 0pi、0si的表达式

（18） ~（20），其表达形式与连续介质理论所采用的形式一致。

（3）由表达式（18） ~ （20）可知，可以通过选取恰当的待定参数 1p、#p 和$p，使得推广的

BGK模型方程能够正确描述颗粒流动的输运特性。
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