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预处理方法求解低马赫数流场的边界条件!

廖守亿，王承尧

（国防科技大学航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：通过求解预处理后的二维可压缩 Euier方程，数值试验了常见的三种进口边界条件的提法及其

对稳定性和收敛性的影响。数值试验结果表明，预处理后，在低马赫数时基于黎曼不变量的边界条件为反

射边界条件，而另两种边界条件为无反射边界条件。
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Boundary Conditions for Solving Flowfields at Low Mach Numbers by Preconditioning
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Abstract：The infiuences of three common boundary conditions at iow speed entrance on stabiiity and convergence are present by

soiving 2 - D compressibie Euier eguations that have been preconditioned. The test shows that by preconditioning the boundary condition

based on the Riemann invariants at iow Mach numbers is refiective boundary condition whiie the other two are unrefiective boundary con-

ditions.
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近十几年来，预处理方法已被成功地用来求解低速流场，使得低速流场的计算能够快速收敛到定

常解。预处理方法就是在控制方程（Euier或 Navier-Stokes方程）的时间导数项前乘了一个矩阵，因而

它有效地改变了控制方程的时间相关特性，从而解决了将可压缩方程应用到低速不可压缩时出现的特

征值“刚性”问题，加快了计算的收敛性。由于预处理方法改变了原来的控制方程，数值离散方法也

要作相应的改变。例如无粘项的迎风格式一定要从预处理方程出发而不是基于未预处理的方程。同样

地，预处理后边界条件的提法也要作相应的改变，而预处理方法对边界条件的影响是存在的［1］，［2］。

本文的工作是 Giies［3］对一维未预处理方程和 Darmofai［4］对一维预处理方程边界条件分析工作的发

展，目的在于分析试验预处理方法对几种常用的边界条件的影响。通过对预处理后的边界条件研究，

为预处理在复杂的工程应用打下基础。

1 控制方程的预处理及其求解

二维预处理 Euier方程为：
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而预处理矩阵!［5］为
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其中 g =（U2 + 12） / 2， c1 = R /（Y- I），R = I /YM2 。方程无粘部分S方向的特征值为

XI，2 = U，X3，4 = I
2（I + I / R）1 I

2 ［（I - I / R）U］2 + 4YTS! 2

由于 M "0时，I / R = O（M2 ）"0，故四个特征值均为流动速度 U 的量级；同理，可以求得T方

向上的四个特征值，可以得到类似的结果。因而通过预处理后，较好地解决了特征值的“刚性”问

题，可以加快计算的收敛。特征值表达式中的参数的具体含义参见文献［7］。
注意到方程（I）中的 0 为包含压强 P 的原始变量而不是守恒变量。虽然方程（I）与我们熟知

的 Euier方程在时间方向上并不相容，但对于定常问题来说，由于最后时间导数项趋于 0，因而方程

（I）与标准的 Euier方程在定常流动的情况下是相容的。

应用数值方法对方程（I）求解时，采用 LU-SGS隐式迭代方法，同时显式部分采用 JST中心差分

格式，具体的公式及表达式见文献［6］、［7］。

! 算例及边界条件处理

!"# 算例

本文数值实验的目的在于研究预处理方法对边界条件提法的影响，因而算例的外形及流场相对简

单，选取直管道下壁面带凸包（Bump）的无粘流动为计算实例。管道的无量纲长度为 3，高度为 I，
凸包位于下壁面的中央，长度为 I，其尺寸为 y = 0.I0sin2!x，0 < x < I。图 I为计算网格图。

图 I 计算网格

Fig.I Computationai grid

!"! 边界条件处理

由于整个流场为低速流动，入口和出口都是亚音

速的，因而在出口处应给定反压 pexit = p ，其余变量

采用一阶外推即可。在壁面上给定滑移条件，同时 p
和 T 的法向梯度为 0。由于进口速度为亚音速，此时边

界条件有不同的提法，本文研究三种常见的边界条件。

2.2.I 黎曼边界条件（RMBC）
在未加预处理时，黎曼边界条件为无反射边界条

件，也就是说，所有的扰动都可以在有限的时间内传播到流场以外。但对方程进行预处理后，黎曼边

界条件是否还具有这样的性质呢？目前还没有更多的理论分析结果。虽然 Darmofai［4］的理论分析和数

值实验表明，此时黎曼边界条件为反射边界条件，但其理论分析的结论是基于特殊的预处理矩阵而言

的，且数值实验时采用了不同于理论分析的预处理矩阵，因此这样的结论是否具有普遍性还不得而

知。

约定下标 、E、6 分别表示无穷远来流、与入口边界相邻的内点和入口边界处的值，则黎曼不

变量的具体形式为：

R = Un - 2c /（Y - I），Ri = Une + 2ce /（Y - I） （3）
由上式可得入口边界处的法向分速和声速

Un6 =（R + Ri）/ 2， c6 =（Y - I）（Ri - R ）/ 4 （4）
令熵 S = p /PY，则有

UT6 = UT ，S6 = S ，如果 Un6 > 0
UT6 = UTe，S6 = Se，如果 Un6 <{ 0

于是，通过声速公式和上式可求出 T、P和 p。
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2.2.2 给定熵和焓及流动角（HSBC）
未预处理时，这种边界条件为反射边界条件。具体为

1 = 0， pb = pe，
然后，由下式可求出马赫数

p0
pb

= l +! - l
2 M2( )b

!
!-l

（5）

最后再求出其它的量。

2.2.3 给定速度 U 和温度 T 和流动角（OTBC）
给定入口的流动角为 0。具体为 Ub = l，1b = 0，Tb = l，pb = pe。

! 计算结果及分析

本文计算了不同的低来流马赫数时的收敛情况，这些来流马赫数为 0.4、0.2、0.l、0.0l、0.00l

图 2 不同的来流马赫数、预处理与未预处理计算收

敛史比较，边条：HSBC
Fig.2 Convergence rates of preconditioning and nonprecon-

ditioning at different Mach Numbers. Boundary con-
dition：HSBC

和 0.000l及 0.0000l七种情况，为了验证预处理方法

加快收敛的特性，同时用没有 预处理的方法对这些算

例进行了比较计算。计算时取"方向的动量方程的残

余作为收敛的标志。图 2 是边界条件为 HSBC 时不同

的来流马赫数时的收敛曲线。图中 PC 指“预处理”，

NPC指“未预处理”。从中可以明显地看出，当马赫数

低于 0.2时，未预处理计算的收敛性很差；而预处理

后，收敛了 7个量级，可见预处理后计算有着良好的

收敛性。而马赫数小于 0.0l 时，不预处理根本不收

敛。马赫数小于 0.l 时，预处理方法计算的收敛性几

乎完全相同，即使最后马赫数小到 0.000l。马赫数为

0.4时，预处理的效果并不明显。

图 3是边界条件为 OTBC 时低速流动的收敛图，

此时马赫数可小到 l0 - 5。同样可看出，在马赫数低于

0.2时，收敛性几乎完全一致，0.4 时收敛慢一些。因

此可得到与 HSBC 边条同样的结论。由此可见，本文

的预处理在马赫数低于 0.2（此时流动为不可压）时

有明显加快收敛的能力。

图 4是三种边界条件的计算收敛史比较图，计算马赫数为 0.4，0.2 和 0.00l。OTBC 边条的残余

呈振荡下降的趋势，HSBC的残余曲线比较光滑，但似乎下降  个量级后就停止了，而 OTBC 还可以

继续下降，这在马赫数低于 0.2时更为明显。RMBC虽然要比其他两种边界条件下降得快一点，但只

能下降 4 ~ 5个量级，且随着马赫数的减小，收敛性逐渐变差，以至在马赫数为 0.00l时计算不稳定。

为了更细致地比较、说明各种来流马赫数和边界条件对收敛性的影响，本文在表 l 中进行了比

较，表中大部分数据来自于上面三个图。从表中可以看出，RMBC边界条件在马赫数低于 0.l 时计算

不稳定，而当马赫数大于 0.2时，RMBC边界条件可以收敛，但收敛精度不高，这也说明，预处理后

RMBC边界条件在低速时是反射边界条件，这与文献［4］的结论是一致的。而 OTBC边界条件在马赫

数小于 0.2时，具有很好的收敛性，特别是马赫数低于 0.l时，收敛性几乎完全一致，即使马赫数小

到 l0 - 5；但当马赫数高于 0.2时，迭代步数增加。HSBC 在低速时也是稳定的，但要比 OTBC 边界条

件需要的迭代步数多，马赫数为 l0 - 5时，HSBC不稳定。这可能是由于该边条在计算进口温度（或马

赫数）时，表达式中用到了压强 p，而此时 p 为 l0l0的量级，因而计算时可能引入了较大的截断误

差。

综上所述，低马赫数时，预处理后低马赫数流场的进口边界条件应采用 OTBC 边界条件或 HSBC
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图 3 预处理时不同的来流马赫数计算的收敛史比

较，边条：OTBC
Fig.3 Convergence rates of preconditioning at different Mach

numbers. Boundary condition：OTBC

图 4 不同的来流马赫数，不同边界条件时预处

理计算收敛史比较

Fig.4 Convergence rates of preconditioning at different Mach
Numbers and different boundary conditions

边界条件。这样的结论与文献［4］的结论有出入。文献［4］认为，预处理后 HSBC 为完全无反射边

界条件，而 OTBC时进口为反射边界条件，故应采用 HSBC 边界条件。为什么有这样的差别呢？这可

能是由于文献［4］的结论是由某一特殊的预处理矩阵在一维情况下得出的，其结论并不一定具有普

遍性。虽然文中简单地认为此结论具有普遍性，但是缺乏必要的理论证明和实践检验。而 RMBC在马

赫数低于 0.2是不稳定的，这一点与其是相符的。

图 5 压力和等马赫数图

Fig.5 Pressure and Mach number contours

表 1 预处理后，不同马赫数、不同边界条件的收敛性、稳定性

比较

Tab.1 Comparision of convergence and stabiiity for different boundary con-
ditions and mach numbers with preconditioning

步数

马赫数

边界条件

HSBC OTBC RMBC

收敛精度

（量级）
备注

10 - 5 不稳定 5000 不稳定 7

0.0001 5300 5000 不稳定 7

0.001 5300 5000 不稳定 7

0.01 5800 5000 不稳定 7

0.1 5400 5000 不稳定 7

0.2 5900 5500 2700 7，7，4

0.4 7600 8000 4000 7，6，5

OTBC
还可继

续收敛

图 5是来流马赫数为 0.001时流场的等压图和等马赫数图。可见，此时的低马赫数流场是一个对

称的流场，压力图几乎是完全对称的，马赫数图的对称性稍差些，但结果也相当好。

! 结论

本文求解了低速时绕凸包的无粘流动，分析比较了常见的三种进口边界条件对解的收敛性和稳定

性的影响。结果表明，在入口马赫数低于 0.2求解预处理方程时，进口边界条件提黎曼边界条件是不

合适的，是反射边界条件；在基于本文的预处理矩阵的前提下，用 OTBC 和 HSBC 两种边界条件计算
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是稳定的（进口马赫数大于 10 - 5），且用 OTBC边界条件时计算可以收敛到很高的精度。只要所采用

的边界条件能使计算稳定，预处理方法能使低马赫数流场的计算快速收敛，而不预处理时收敛很慢或

根本不收敛。
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